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Vorrede. 


Aus einem ähnlichen Bedürfniſſe, wie dieſe deutſche 
Bearbeitung des Navier'ſchen Lehrbuchs, iſt auch die als 
Anhang dieſem zweiten Bande beigefügte Abhandlung her— 
vorgegangen, in welcher ich dem mir geäußerten Wunſche 
zu entſprechen geſucht habe, den Schülern der hieſigen poly— 
techniſchen Schule eine möglichſt klare und einfache Einlei— 
tung in das Verſtändniß der Methode der kleinſten Quadrate 
darzubieten. Man findet hier im Weſentlichen eine elemen— 
tare Reproduction der urſprünglichen Darſtellung des be— 
rühmten Erfinders der Methode, welche in den Schriften 
enthalten iſt: a 

Gauss, theoria motus corporum coelestium. 1809. 

Lib. II. Sect. III., 
Gauß, Beſtimmung der Genauigkeit der Beobachtun— 
gen (in der Zeitſchrift für Aſtronomie, März und 
April 1816), 
unter Zuziehung der Abhandlung von Ende in den Ver— 
liner aſtronomiſchen Jahrbüchern für 1834. 1835. 1836, 


+ 


nttp: // rin. org. p ! 


IV 


und mit Ausſchließung aller derjenigen rein theoretiſchen 
Speculationen von Gauß, Laplace u. A. über das Vor— 
kommen der Beobachtungsfehler, welche die Geſtalt der 
Function vollkommen unbeſtimmt laſſen, durch deren Hülfe 
die Wahrſcheinlichkeit eines Beobachtungsfehlers in ihrer 
Abhängigkeit von dieſem Beobachtungsfehler ausgedrückt 
wird. Nur in Beziehung auf die Grundlegung der Me— 
thode habe ich es vorgezogen, den Gang des Erfinders zu 
verlaſſen und mich an die Schrift zu halten: 

Hagen, Grundzüge der Wahrſcheinlichkeitsrechnung, 

1837, 

was ich glaube hier mit einigen Worten rechtfertigen zu 
müſſen. 1 

So lange man den Satz vom arithmetiſchen Mittel 
als ein Axiom der Methode der kleinſten Quadrate zum 
Grunde legt, ſo hat man damit ſtreng genommen nichts 
anderes ausgeſagt, als daß in allen Gattungen von Beob— 
achtungen, in denen man bei der Aufſuchung einer einzigen 
unbekannten Conſtante aus beobachteten Werthen derſelben 
ſich des arithmetiſchen Mittels zur Beſtimmung des wahr— 
ſcheinlichſten Werthes dieſer Conſtante bedient, die Anwen— 
dung der Methode der kleinſten Ouadrate auch auf alle 
complicirteren Aufgaben gerechtfertigt iſt, welche die Be— 
ſtimmung beliebig vieler unbekannten Conſtanten aus den 
beobachteten Werthen von beliebigen Functionen dieſer Con— 
ſtanten fordern. Die Zuläſſigkeit der Methode der kleinſten 
Quadrate zur Beſtimmung der Werthe unbekannter Con— 
ſtanten wird alſo in jedem einzelnen Falle abhängig gemacht 
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von der Zuläſſigkeit eines gewiſſen beſonderen Falles dieſer 
Methode, welcher Fall zwar der einfachſte unter allen mög— 
lichen iſt, für deſſen Zuläſſigkeit ſelbſt jedoch keinerlei Art 
von Kriterium gegeben wird, ſondern lediglich dem Meinen 
und Dafürhalten die Entſcheidung anheimgeſtellt bleibt. Man 
kann zugeſtehen, daß dem Erfinder der Methode eine ſolche 
Zurückführung ihrer Anwendbarkeit bei der erſten Darſtel— 
lung ſeiner Erfindung vollkommen frei ſtand; wurde ja 
damit die Methode ſelbſt wenigſtens vorläufig ſicher geſtellt, 
nämlich auf eine Thatſache geſtützt, der man im täglichen 
Leben, wenn auch ohne ein deutliches Bewußtſein des Grun— 
des, die Anerkennung niemals verſagt. Aber offenbar war 
hiedurch die Frage nach der Begründung des Satzes vom 
arithmetiſchen Mittel keineswegs erledigt, ſondern nur erſt 
vertagt; d. h. es blieb noch die Forderung offen, durch tie— 
feres Eingehen auf die Natur und die Entſtehung der (zus 
fälligen) Beobachtungsfehler eine ſo allgemeine Grundlage 
der Methode der kleinſten Quadrate zu Tage zu fördern, 
daß darin gleichmäßig die einfachſten wie die verwickeltſten 
Aufgaben, welche man dieſer Methode unterlegen mag, die 
Sphäre ihrer Zuläſſigkeit gezeichnet finden. Solches ſcheint 
mir auf eine höchſt einfache Weiſe der von Hagen einge— 
ſchlagene Weg zu leiſten, welcher ſich auf die Annahme 
ſtützt: „Der Beobachtungsfehler iſt die algebraiſche Summe 
aus einer unendlich großen Anzahl elementarer Fehler, die 
alle gleich groß ſind, und von denen jeder einzelne eben ſo 
leicht poſitiv, wie negativ ſein kann.“ Mit anderen Worten 
die Anwendung der Methode der kleinſten Quadrate zur 
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Beſtimmung unbekannter Conſtanten wird überall gerecht— 
fertigt ſein, wo die hier ausgeſprochene Annahme über die 
Natur der Beobachtungsfehler als zuläſſig angeſehen werden 
darf; oder vielmehr ſie wird (da ſtreng genommen dieſer 
Annahme niemals Genüge geſchehen kann) deſto mehr ge— 
rechtfertigt ſein, je näher in dem einzelnen Falle dieſe An— 
nahme mit der Natur der vorhandenen Beobachtungsfehler 
zuſammenſtimmt. Hierin liegt mithin das Kennzeichen für 
die Anwendbarkeit der Methode der kleinſten Quadrate aus— 
gedrückt, welches aller numeriſchen Rechnung voraufgehen 
muß, und welches, wie man leicht ſieht, immer noch wenig— 
ſtens die Möglichkeit offen läßt, daß auch der Satz vom 
arithmetiſchen Mittel vielleicht nicht in allen denkbaren 
Fällen zuläſſig ſei, wie man ſonſt anzunehmen geneigt iſt. 

Es kann nicht in Abrede genommen werden, daß die 
Hagen'ſche Hypotheſe, fo wie fie hier benutzt worden iſt, 
noch gegründete Bedenken zuläßt und daß ihre vorzüglichſte 
Eigenſchaft eben nur darin beſteht, daß ſie die einfachſte iſt, 
welche man machen kann, und die auf ihr beruhende Rech— 
nung ſich ſo außerordentlich einfach geſtaltet. Eine tiefere 
und erſchöpfendere Behandlung des fraglichen Gegenſtandes 
hat übrigens, in gleicher Anerkennung der in der Theorie 
gebliebenen Lücke, Beſſel in einer Abhandlung geliefert 
(Aſtronom. Nachrichten 1838, Band XV. Nr. 358. 359.), 
welche ebenfalls von der Vorausſetzung ausgeht, daß eine 
große Anzahl von Urſachen zur Hervorbringung des Beob— 
achtungsfehlers zuſammenwirken, daneben aber die Geſetze, 
nach welchen die einzelnen Fehlerurſachen wirken, vollkom— 
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men unbeſtimmt läßt und nur die Annahme macht, daß 
unter den aus den einzelnen Urſachen hervorgehenden mitt— 
leren Fehlern keiner die übrigen beträchtlich übertreffe. 
Als Ergebniß der Unterſuchung findet ſich hier wieder das— 
ſelbe Geſetz für die Wahrſcheinlichkeit der Beobachtungs— 
fehler, von welchem Gauß zuerſt gezeigt hat, daß es das 
von der Vorſchrift des arithmetiſchen Mittels geforderte iſt. 
Man ſieht leicht, in wie fern dieſe Beſſel'ſche Unterſu— 
chung einen Schritt tiefer auf das Weſen der Sache ein— 
geht als diejenige Hagen's, indem nämlich der von Hagen 
ſogenannte elementare Fehler hier nicht wie eine als ge— 
geben vorauszuſetzende Größe erſcheint, ſondern nur als 
mittlerer Fehler gedacht wird, hervorgehend aus einer Fehler— 
urſache, deren Wirkungsgeſetz vollkommen unbeſtimmt ge— 
laſſen wird. Es muß indeſſen genügen, alle diejenigen 
Leſer, deren theoretiſches Bedürfniß über die Gränzen der 
hier gelieferten Abhandlung hinausgeht, auf die angezeigte 
Unterſuchung Beſſel's aufmerkſam gemacht zu haben, da 
der Gang derſelben ſich nicht wohl zu einer elementaren 
Wiedergabe eignet. 

Schließlich bemerke ich, daß ich in Bezug auf die 
Schärfe der Begriffsbeſtimmungen einer Abhandlung von 
Reuſchle über die Methode der kleinſten Quadrate, in 
Crelle's Journal 1843. Band XXVI. Heft 4., weſentliche 
Dienſte verdanke. 

Hannover im Januar 1849. 
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Zur zweiten Auflage. 


Geeichwie in dem erſten Bande, ſind auch dem Texte 
des zweiten Bandes in dieſer neuen Auflage hin und wieder 
kleine Anmerkungen und Zuſätze eingeſchoben worden, ſo— 
wohl in dem Lehrbuche ſelbſt, als auch in dem Anhange 
über die Methode der kleinſten Quadrate. Ich hoffe, daß 
dadurch überall das Verſtändniß gefördert ſein möge. Dem 
Anhange eine größere Ausführlichkeit zu geben als bisher, 
namentlich in der Zahl der beizufügenden Beiſpiele, habe 
ich indeſſen Bedenken getragen, weil dadurch der Umfang 
desſelben ohne Verhältniß würde angewachſen fein, 


Hannover im October 1854. 
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Differential- und Integralrechnung. 


XXX. Beſtimmte Integrale. Differentiation und Integration 
unter dem Zeichen (. 


§. 342. Ein beſtimmtes Integral hat die Geſtalt 


b 
20 fie) da, 
a 


wo d die Veränderliche bezeichnet, F() irgend eine Function 
von a, und a und 5 zwei Conſtanten. Vermöge deſſen, 
was im XXVIII. Abſchnitte geſagt worden ift, hat diefer 
Ausdruck im allgemeinen einen beſtimmten conſtanten Werth; 
und will man ſich von demſelben ein geometriſches Bild 
machen, ſo kann man ihn wie die Darſtellung der Fläche 
einer Curve anſehen, deren Abſtiſſe a und deren Ordinate 
fe) iſt, welche Fläche durch die Abſeiſſenachſe, die Curve 
und diejenigen beiden Ordinaten begränzt wird, denen die 
Abſeiſſen c = a und a—b zugehören. Man kann den 
Werth jenes Ausdrucks immer entweder genau oder ange— 
nähert angeben, mit Ausnahme der Fälle, wo die Ordinate 
fe) für einen oder mehrere Werthe von a innerhalb der 
Gränzen a und ö unendlich groß wird; dieſe Fälle erfordern 
größtentheils eine eigene Unterſuchung. 

§. 343. Dieſer Auffaſſung gegenüber kann man die 
Betrachtung des beſtimmten Integrals unter einen allgemei— 

Navier, Diff und Integralr. II. Band. 1 
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2 XXX. Abſchnitt. 


neren Geſichtspunkt bringen, wenn man annimmt, daß die 
mit flo) bezeichnete Function eine Veränderliche = in ſich 
enthalte. Alsdann hört der obige Ausdruck auf, eine Con— 
ftante zu bedeuten; er wird eine Function der Veränderlichen 
, und der Werth dieſer Function hängt ab von der Form 
der Function f() und von den Gränzen a und 5. Denn 
wenn man die angezeigte beſtimmte Integration in Bezug 
auf a ausgeführt hat, fo iſt die Größe «@ verſchwunden, 
und es bleibt nur noch eine Function, welche die einzige 
Veränderliche = enthält. 850 
Die Veränderliche * kann auch in dem Ausdrucke der 
Gränzen, welche mit a und 5 bezeichnet worden find, ent— 
halten ſein. Der allgemeine Ausdruck eines beſtimmten In— 
tegrals, welches eine Function von 2 darſtellt, iſt ſodann 


1 
7 F, q) du. 
I ge 


§. 344. Hieran ſchließt ſich die Aufgabe, dieſe neue 
Art von Function zu differentüren, d. h. die Zunahme dx 
zu finden, welche der unendlich kleinen Zunahme di der 
»Veränderlichen & entſpricht. Nimmt man zuerſt an, die 
Gränzen des beſtimmten Integrals ſeien die Conſtanten a 
und ö, fo hat man 


b 
x+a= d le Tee 


und 


b 
mu URAN) 
— da. — 


Wenn man ferner die beiden Functionen px und or 
als Gränzen anſieht, fo erhält man 
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Beſtimmte Integrale. 3 


* AX du I 0 de | 


ns wa 4. 3 4 
u d. Ju, a) . 
Ar 4 du 17 + Sr 4. 
er 7 (2, g + r da lag dir 
+ [re ve PR a. 


und daraus durch Vernachläſſigung der en kleinen 
Größen der zweiten Ordnung 


landen — RT 
dx pr du. 3 > Fer, ge), de 


AH, de). = d 
folglich 


p 
af e e He, he). . 


§. 345. Das vorſtehende Reſultat wird anſchaulich, 
wenn man ſich das beſtimmte Integral 


vr 
8 5 H, q) da 
N 


wie den Ausdruck der Fläche PVO, Fig. 54, einer Curve 
MN denkt, deren Ordinate Fl, a) iſt, indem dieſe Fläche 
zwichen den n oP = q und oO be genommen 
5 75 


4 IN. el 


ee ˙wüwü Y BEE Ca. NEN EEE EHRE 


N 


7 XXX. Abſchnitt. 


wird. 1) Durch die alleinige Aende— 
rung von & in Fl, d) wird die Curve 
nach mn verlegt, und die Fläche wächſt 
um den Raum MmnN, der durch 


p 
da, 4. H dr ausgedrückt wird. 
gr de 

2) Durch die alleinige Aenderung von a 
in der unteren Gränze px vermindert ſich die Fläche um 


den Raum PM, der durch H, px) * 
wird. 3) Endlich durch die alleinige Aenderung von @ in 
der oberen Gränze u vergrößert ſich die Fläche um den 


Raum OO“, der durch f(x, m) = dx ausgedrückt 


wird. Die gleichzeitige Aenderung von » in den drei Fune— 
tionen f(x, d), px und Ya verwandelt überdies die Fläche 
PMNQ in PMHNM O'. Die vollſtändige Aenderung dieſer 
Fläche wird alſo durch die drei Theile der obigen Formel 
ausgedrückt, wenn man die Räume Am und NnN’ ver- 
nachläſſigt, welche unendlich kleine Größen der zweiten 
Ordnung ſind. 


$. 346. Man erkennt aus dem Vorigen, daß man 
aus der Gleichung 


- b 
= [Re 0 4. 
a 


wo die Gränzen a und 5 conftant angenommen werden, 
das Differentialverhältniß der erſten Ordnung von der Func— 
tion X erhält, wenn man unter dem Zeichen T ſtatt der 
Function f(z, a) das Differentialverhältniß der erſten Ord— 
nung von dieſer Function, in Bezug auf = genommen, an 
die Stelle ſetzt. Es iſt leicht hieraus zu ſchließen, daß, wenn 


de ausgedrückt 
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Beftimmte Integrale. 5 


man beide Seiten der nämlichen Gleichung mit de multi— 
plicirt und ſodann integrirt, man erhalten wird 


b 
fe, da [re d) de. 


Dieſe Differentiationen und Integrationen unter dem Inte— 
gralzeichen des beſtimmten Integrals geben ein Mittel ab, 
die Werthe gewiſſer Integrale herzuleiten, indem man von 
den Werthen anderer bereits bekannten Integrale ausgeht. 


Herleitung einiger beſtimmten Integrale. 


$. 347. Die Herleitung der Werthe der beftimmten 
Integrale, und die Nachweiſung der Beziehungen, welche 
unter dieſen Werthen ſtattfinden, haben die Mathematiker 
vielfach beſchäftigt. Hier können über dieſen Gegenſtand 
nur einige Einzelheiten mitgetheilt werden. 

Zunächſt bemerke man, daß ſchon die Gleichung des 
§. 304 


Io Tı To 
E Node, Rode, fe) de 
50 To 2, 


häufig zur Vereinfachung und ſelbſt zur Auffindung des 
beſtimmten Integrals führen kann. Es ſei nämlich =, das 
arithmetiſche Mittel von =, und , und die Function f(x) 
ſei von der Beſchaffenheit, daß ſie zu beiden Seiten dieſes 
Mittels paarweiſe gleiche Werthe von gleichem Vorzeichen 
liefert, ſo werden die beiden Integrale 


61 0 
5 fix) de und 10 fix) dx 
«I Zu 7, 


einander gleich fein, und man hat 


Kos T, 
[ fia)de=?f| flo) de. 
7 J% To 
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6 XXX. Abſchnitt. 


Man hat alſo nur nöthig, das eine dieſer beiden Integrale 
zu berechnen und ſeinen Werth zu verdoppeln. Z. B. 


* 


52 — 
2 r 2 
cos d = 2 cos w. d.e 
1 0 


R 


5 dende e | u 
0 0 


Wenn von dem Werthe D n aus die Function fl) 
gleiche abſolute Werthe, aber entgegengeſetzte Vorzeichen be— 
ſitzt, ſo ſind die beiden Integrale 


2 3 
E f(x) de und 4 fix) dx 
J% JE 


gleichfalls einander entgegengeſetzt, und man hat folglich 
Tu 

7. f(x) de=0. 
To. 


* 
cos de =. 
0 


S. 348. Am einfachſten findet man immer ein vorge— 
legtes beſtimmtes Integral, wenn die unbeſtimmte Integra- 
tion der Function, welche unter dem Zeichen / ſteht, aus— 
geführt werden kann. Einige Beiſpiele werden hierüber 
hinreichen. 

Man hat, (mit Weglaſſung der Conſtante) 

. alu 

he det Et 

folglich, wenn der Exponent m pofitiv und größer als die 
Einheit vorausgeſetzt wird, 
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Beſtimmte Integrale. 2 


i 1 DR 
pe PR — 1 
1 2 Fi’ JE» 


Aus dem erften diefer beiden Integrale folgt, vermöge des 
vorigen Paragraphen 


1 2 
Sram oder O, 


je nachdem m gerade oder ungerade iſt. 
§. 349. Ferner hat man die Gleichungen 


d 1 * 
Lare tang 
a a 


l - 
Jz ore sin 
Vai * a 
1 ee d = E 
N . a 7 
aus denen folgt 


a un 
o at 24 


Ira 
0 Va 2 
00 O 1 
ar — az SS 
we de = O, * | d = 


Die Integration durch Theile gibt 
d. . e ο ＋ (a1) f d. “ er 
folglich wird, wenn a eine poſitive ganze Zahl iſt 


00 
5 . 1.2.3.4... (41). 


) Man ſehe den Zuſatz III. am Schluſſe dieſes Bandes, wo dieſes 
Integral ausführlicher betrachtet wird. 


http://rcin.org.pl 


8 XXX. Abſchnitt. 
$. 350. Die Gleichungen 
u. oin das = — —.— far. 88 = 


geben 


79 2 
2 1— cos an * sin an 
ds .sinae , dr cos ατ⏑ = ——. 
0 a A 0 4 


Alſo iſt der Werth des erſten Integrals gleich 2, wenn 4 


eine ungerade ganze Zahl iſt, dagegen gleich Null, wenn 
a eine gerade ganze Zahl iſt. Das zweite Integral hat 
immer den Werth Null, wenn a eine ganze Zahl iſt. 

§. 351. Die Gleichungen 


a cos ar sin am 
d. sin 4 =— a 55 


sin a cos d 
dæ. & cosar = N 


geben, wenn a eine ganze Zahl iſt 


1 
2 t Cos an 
dw. sin au — — —— 
0 a 
N 
cos an — 1 
de. co u = > 
0 a 


Folglich wird das erſte Integral, je nachdem a ungerade 
oder gerade iſt, entweder + oder — 2 und das zweite 


Integral entweder — E. oder 0. 
a 


F. 352. Aus den Gleichungen 
x far. ein D 


sin coS 
2 — 
fa. cos 4 — m 2 IT 
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erhält man 


* N 
= - : 1 
dx . sin 2 = d. cos a? = . 
0 0 4 


Allgemein geben die Reductionsformeln des §. 294 
fa sin 2" — — sing" ee . t, far. sin . 
m m 


. —1 
Ss: cos a" — N + fd „cos = 
folgende Reſultate: 1) Wenn m eine gerade ganze Zahl iſt 


* nt . 
2 2 1.3.5.1) 1 
ir f, an. oos a- . en 7 


2) Wenn m eine ungerade ganze Zahl ift 


* 


N 
2 2 * 
5 4 n J, A ons e ee 
0 TU 3.5.7...m 


Es liegt in der Natur der Sache, daß die Werthe der 
beſtimmten Integrale 


E 


N 
e aue. und un ee. 


kleiner und kleiner werden, wenn die Zahl m zunimmt, mag 
dieſe Zahl übrigens gerade oder ungerade ſein. Bezeichnet 
man alfo mit 2n eine gerade Zahl, fo erhält man durch 
Vergleichung dreier auf einander folgenden Werthe jener 
Integrale die Relation 

2.4.6. (2n—2) 1.3.5. (2n — 1) ı 2.4.6... 2n 

3.5.7 (21) > 246.20. 2 3.5.7..(20+1)' 
woraus man ſchließt 

* 2.2.4. 4.6.6. (2n - 2) 2m 

2 J 1.3.3.5.5.7...2n—1)@n—1) 
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und 
* Saur . 2n 
2 1.3.3.5. 5. 7. „(2n—1)(2n-H-1).’ 
und da die Differenz dieſer beiden letzten Werthe, mit wach— 
ſendem u, kleiner wird als jede angebbare Zahl, fo hat man 
endlich, als Gränze, 
n _ 22.446.688... 
2 1.3.3 5.5. J. J. 9. „. 
Dieſen bemerkenswerthen Ausdruck für die Zahl x hat 
Wallis gegeben. 
§. 353. Die Gleichungen. 
far. a in ee Fan re 
ar d cos — sin b 
42-02 


— a 


cos S -e 


welche aus §. 292 folgen, geben 


21 ax gin Bb EM 91 „ r Cs b e 
* . sin *I . a 


Je näher die Größe a dem Werthe Null gebracht wird, deſto 
mehr nähern ſich dieſe beiden Ausdrücke reſp. den Gränzen 


und 0. Nichts deſto weniger ſind die Werthe der beiden 


b 
oo 00 
de. sin bæ und 5 dx .cos h 
0 


Integrale 
nothwendig unbeſtimmt. 

§. 354. Es würde überflüſſig fein, dieſe Beiſpiele zu 
vermehren, weil in ähnlichen Fällen die Aufſuchung der in 
Rede ſtehenden Werthe niemals Schwierigkeiten haben kann. 
Aber man hat auch ſelbſt in ſolchen Fällen, wo die Fune- 
tion unter dem Zeichen f nicht integrirt werden kann, die 


* 


far. 
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Werthe von einer großen Anzahl beſtimmter Integrale er— 
mittelt. Die Methoden, welche zu dieſem Ziele führen, be— 
ſtehen hauptſächlich darin: 1) die Werthe der geſuchten In— 
tegrale aus andern ſchon bekannten Integralen herzuleiten, 
durch Differentiation oder Integration unter dem Zeichen 73 
2) zwiſchen der Function, welche das vorgelegte Integral 
darſtellt, und ihren Differentialen Beziehungen aufzuſuchen, 
aus denen man auf die Natur jener Function zurückſchließen 
kann; 3) von reellen Ausdrücken zu imaginären Ausdrücken 
überzugehen. Die Betrachtung der doppelten Integrale hat 
gleichfalls zu der Auffindung mehrerer wichtigen Reſultate 
geführt. Die nachfolgenden Beiſpiele mögen von den hier - 
angezeigten Methoden einen Begriff geben. 
§. 355. Wenn man in der Gleichung des §. 348 


- 1 
ar! dx =—, 
A cr 


indem man m größer als Eins vorausſetzt, auf beiden Seiten 
mit dm multiplicirt und ſodann von m n anfangend in⸗ 
tegrirt, ſo erhält man, gemäß dem §. 346 


1 m- 1 „ni 
55 r 
0 Ic n 


§. 356. Die Gleichungen des §. 353 


N gin b — N Fi ee _ 
8 e in * rw 0 } = a 


geben, wenn man mit da multiplicirt und ſodann in Bezug 
auf a, von a=e anfangend, integrirt, 


oo ET — ear 
d.. — sin be are lang “ ＋ — are lang? Be 
0 * b 


er 
bla—e) 


® Pac’ 


=arclang 
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. Keen 55 a?-+-b? 
RL: —osbs=4l . at 


$. 357. Setzt man c—=0 und a=00, fo wird aus 
diefen letzten Gleichungen 


; 00 
sin b * cos b 
= 4% E u 10 4 00 


Es iſt bemerkenswerth, daß das erſte dieſer beiden Integrale 
unabhängig von der Zahl 5 wird. In der That, wenn man 


oo 
darin = 7 ſetzt, ſo verwandelt ſich dasſelbe 04 en = 


wo ö verſchwunden ift. 
$. 358. Es fei das Integral borhelegt 


* 
dæ. e 
0 


Multiplicirt man dasſelbe mit einem anderen gleichen Inte— 
gral, in welchem y ftatt = geſchrieben werden mag, fo hat man 


00 oo je 6) O 
a 5 d. eV. f, dæ. e = fi nf, dre N. 
90 970 FD 9 


Man ſetze / Set, wo dt eine neue Veränderliche bezeichnet. 
Für jeden Werth, welchen z innerhalb der Gränzen 0 und 
OO annehmen mag, werden den Werthen von 0 bis OO 
für gleichfalls Werthe von 0 bis OO für t entſprechen; 
und überdies wird man haben dy—= dt. Der vorſtehende 
Ausdruck verwandelt ſich alſo in 


00 
1 4 / Wr eee. 
ER 0 


Führt man zuerſt die Integration in Bezug auf v aus, fo 
erhält man 

ies 

0 1 


4 
7 
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dt N dA. 
und da ITñ aretangt, fte /, AF = 2 ſo 
erhält man ſchließlich für das Quadrat des Integrals 


00 
2 dy. e den Werth 2 Alſo iſt 


oo — 
N 75 de. e. UR, 
v0 


welcher bemerkenswerthe Ausdruck vielfache Anwendung findet. 
Man kann daraus wie im S. 347 ſchließen 


00 — 
* ds.e"—=Vn. 
JY—oo 


$. 359. Man betrachte das Integral 


2 
v 5 de. cos r 


Differentiirt man in Bezug auf r, fo findet man 
au 0 


=- de. & sin r. e . 
dr 


Aber die Integration durch Theile gibt 


. Pe: — a8. 
Saz.zsiorz.e -_._ sin r. e — 475 „fee. cosra, ce" 


und da das Glied außerhalb des Zeichens / für die beiden 
Gränzen 0 und 00 zu Null wird, fo erhält man 

d r 

dr 2a? 
Dieſe Gleichung läßt die Natur der Function erkennen, 
welche nothwendig fein muß“) 


) Man vergleiche unten F. 385. 
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12 


V=4e * 
wo A eine Conſtante bezeichnet. Man hat alſo 
5 0 a 2 
5 dr. cos re. . = e 5 
0 15 


17 


Um die Conſtante A zu beſtimmen, ſetze man », 
welches gibt 3 


72 
7. W. 
9 


: a, 21 
Aber aus der Gleichung 75 di,e = des vori⸗ 
gen Paragraphen erhält man, wenn man t as ſetzt, 
0 — a“ 1 5 
5. d. e = 2% erz 


mithin wird ſchließlich der Ausdruck des vorgelegten Integrals 


r 


7 A -an Vx Las 
. cos r. e = e 5 

1 0 2a 

§. 360. Es ſei das Integral vorgelegt 


e — 
0 L 


Man nehme anfangs zur oberen Gränze a, wo keine ganze 
Zahl bedeutet, und ſetze 


255 | 
* 4 cos at ur 
. * 7, . EH du 30 


Differentiirt man zweimal nach einander in Bezug auf a 
nach Vorſchrift des §. 344, fo kommt 
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2kn 7 
4 7 4 lr sin ar 2 
da 0 DDr 
2 2 
Ya 2 Aka 
BU a cos d 
da® = = de. 1-+2? + (a? ＋ 4%? 2)? 
und daraus erhält man 
av. [° al 
— 4 N d. cos d — TAE 


oder, da das Integral auf der rechten Seite dieſer Gleichung 
den Werth Null hat, 
U 
da: (a? ＋ AT. 
Nimmt man nun an, X ſei unendlich groß, fo wird der 
Betrag auf der rechten Seite dieſer Gleichung verſchwinden. 
Bedeutet alſo jetzt U das gegebene Integral, fo hat man 


Dieſe Gleichung beſtimmt die Natur der Function U, 
deren allgemeinſter Ausdruck iſt') 
de —+ Bea, 
wo 4 und B zwei Conſtanten bedeuten. Man erkennt aber 
leicht, daß hier B=0 fein muß, weil der Werth des vor— 
gelegten Integrals nicht mit der Zahl a unbegränzt wachſen 
kann. Man hat alſo nur e 


cos ad 
5 *. e 


) Man ſehe unten F. 435 


nttp:yroin. org. pl 


16 XXX. Abſchnitt. 


Um die Conſtante A zu beſtimmen, ſetze man a 0, 


00 
und da man ſodann hat 7 En = , fo wird 


1-+22 
ſchließlich 
* cos d * SE 
I= re Sg 


§. 361. Setzt man in dieſer Gleichung — ſtatt und 
zugleich ma ſtatt a, jo erhält man 


N cos a 1 m0 
Jo» m T 2m 


Daraus folgt weiter, durch Differentiation in Bezug auf a, 
das nicht minder bemerkenswerthe Reſultat 


en sin a — ne, md 
0 E 8 


§. 362. Um an einem Beiſpiele die Anwendung des 
Imaginären zu zeigen, ſei gegeben 


d. cos r. * 
— 


Setzt man für cos re feinen Ausdruck durch imaginäre 
Erponentialgrößen, fo verwandelt ſich dieſes Integral in 


O 2 . 00 3 
1 de. e ＋2r r Y —1 % 4 de. e * 
7200 900 


oder, wenn man mit er“ multiplicirt und dividirt, um die 
Exponenten von e unter dem Zeichen J in vollſtändige 
Quadrate zu verwandeln, 
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[6 6) — 00 In 
— 4b e f. 5 4 eee 
— 00 7200 


Aber nach §. 358 hat man 


ER 5 
de. e = n. 
000 


0 5) 
d. e , n, 
n 


für jeden beliebigen Werth der Conſtante 5. Setzt man 
alſo Ar I, fo wird der Ausdruck des vorgelegten 
Integrals 


00 1 Wi A 
da. cos 2. . 
u 


Daraus folgt ſogleich 


folglich auch 


1 d. cos 2ræ. . — 15 en 
— 0 


welches Reſultat mit demjenigen des §. 359 übereinſtimmt. 


XXX. Integration der Differentialfunctionen der erſten Ord— 
nung von mehreren unabhängigen Veränderlichen. Bedingungen 
der Integrabilität. 


8.363. Wenn eine Differentialfunction von einer ein— 
zigen Veränderlichen gegeben iſt, ſo muß dieſelbe unter die 
Navier, Diff.» und Integrale. II. Band. 2 
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Form Xdx fallen, wo X eine Function bezeichnet, welche die 
Veränderliche nebſt beliebigen Conſtanten in ſich enthält. 
Die Function Ade kann ſodann immer wie das Differential 
einer gewiſſen Function von angeſehen werden. Denn 
entweder iſt Xde das Differential einer bekannten Function 
von , und in dieſem Falle läßt fi) die Integration uns 
mittelbar ausführen, oder man kann wenigſtens dieſe Inte— 
gration dadurch zu Stande bringen, daß man die Function 
X in eine nach ganzen Potenzen der Veränderlichen z fort— 
ſchreitende Reihe entwickelt und von jedem Gliede das In— 
tegral nimmt. a 
§. 364. Es ſei dagegen eine Differentialfunction der 
erſten Ordnung von zwei Veränderlichen à und 7 gegeben, 
fo wird dieſelbe die Form haben PA Od, wo P und 0 
zwei beliebige Functionen von und y bedeuten. Eine 
ſolche Function kann nicht allgemein wie das Differen— 
tial einer Function von und 7 angeſehen werden; 
dieſes wird nur dann der Fall ſein, wenn die beiden Grö— 
ßen P und O einer gewiſſen Bedingung Genüge leiſten. 
Denn es fei U irgend eine Function von © und , fo wird 
das vollſtändige Differential von U, d. h. diejenige Zunahme 
von U, welche den gleichzeitigen Zunahmen de und dy von 
z und entſpricht, nach den Entwickelungen des IV. Ab— 
ſchnitts ausgedrückt durch 


dU dU 
wo 4. Aa reſp. die Differentialverhältniſſe der Function 


U in nn 1 x allein, und in Bezug auf „ allein, be- 
deuten. Soll alſo die gegebene Function Pd + Ody aus 
der Differentiation irgend einer Function U enen 
ſein, ſo muß man ſetzen können 
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U er 
z mithin muß man 


Aber nach F. 69 iſt ſtets ar + 


gleichfalls haben 5 
4 40 
dy dr 
welche Gleichung die Relation ausdrückt, die unter der Fune— 
tion P und O beſtehen muß, wenn der Ausdruck Pdr+ Od 
das Differential einer Function von z und ſein ſoll. 

§. 365. Die gegebene Function ſei Pdir + Ody +- Rdz, 
wo 75 0, R irgend welche Functionen von den Veränderlichen 
©, y, 3 bedeuten. Verſteht man unter Ki eine Function 


von , , 2, ſo hat 5 
du = 74 Ude ++ 4 dz 
und überdies 
4 d 4 42 4 dU 
drdy Ayde’ dad ddr“ par d 
Mithin kann die gegebene Function nut dann das Differen- 
tial einer gewiſſen Function von 2, , 2 fein, wenn die 
Größen 7, 0, R den Bedingungen genügen 
ade aur an do dz 
y dr d dr de % 
Aehnliche Bedingungen findet man für eine größere 
Anzahl von Veränderlichen. 
§. 366. Wenn die gegebenen Differentialfunctionen 
den hier aufgeſtellten Bedingungen der Integrabilität Genüge 
leiſten, ſo erhält man ihr Integral auf folgende Weiſe. 
Es ſei gegeben 
dU — Pd 4 Od, 
fo muß das Integral U nothwendig von der Form fein 
dr , 
wo F eine Function bedeutet, welche allein von der Ver— 
änderlichen y abhängig iſt. Um dieſe Function zu finden, 
zieht man aus der letzteren Gleichung 
5 2 · 
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dU 
a Saet: 
und da diefe Größe gleich 0 5 muß, fo hat mar 
un 2 4 
5 5 , 


woraus 


r=c+ [dy (0 de) 


Das geſuchte Integral iſt alfo*) 


v=c+ u fäy( 0— de). 
§. 367. Es läßt fic leicht zeigen, daß die Ausführ= 
barkeit dieſer Integration das Vorhandenſein der im §. 364 


angezeigten Bedingung vorausſetzt. Denn damit die Größe 
0 — f 45 de eine Function von allein ſei, iſt es noth— 


wendig, daß das Differential derſelben in Bezug auf © den 
Werth Null habe, d. h. daß 
do 4% 
dz dy 
§. 368. Es fei z. B. die Differentialfunction gegeben 
ydr —ıdy 
u 


Da ep hat 
2 5 _ 4: 2 1 127 EN: 
7 V at. at 


4 TV-. 2 i-. 
= N) ET Tray , 
ſo genügt die vorgelegte Function den Bedingungen der 
Integrabilität. Ferner gibt die angezeigte Methode 


) Wenn P nur Function von , alſo auch 0 nur d von 
y ift, fo wird einfach 


1 Cn Od 
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u. +Y= arc lang „ ＋ 
und 
4 © 
„ eh 
1 pi Vergleichung mit der gegebenen Function lehrt, 
daß „gleich Null fein muß. Folglich ift das geſuchte 


a. nur 


J are lang 15 


$. 369. Es ſei das Differential gegeben 
ee, (da dy” 
1 a 2 Er 
Die Bedingung der Integrabilität wird erfüllt; denn man hat 
d 40 4 œ 


dy dr (i 
Man ſetzt alſo 


C l= 
v= (ds. tr 


6 1 
Ae. (Stat 
= arc lang EU. 
Daraus folgt weiter 


dU 
f INT Fi 1 5 
und durch Vergleichung mit dem gegebenen Differential 
a atıyty? = +5 4 
[ae Ze u Be 
folglich 
„=, r=0=%. 
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Mithin wird das geſuchte Integral 
U=C- are tung EU 


$. 370. Dieſelben Betrachtungen laſſen ſich auch auf 
diejenigen Differentialfunctionen übertragen, welche drei oder 
mehr Veränderliche enthalten. Es ſei 

dU = Pdx + Qdy + Hd 
ein gegebenes Differential, welches den Bedingungen der 
Integrabilität, §. 365, Genüge leiſte. Das Integral U muß 
nothwendig die Form haben 
dr I, 
wo Y eine Function der beiden Veränderlichen y und 2 be— 
deutet. Dieſe Gleichung gibt, wie oben, 
au 

% , , 
und da dieſe Größe gleich Q fein muß, fo hat man 


20e ee Gee 


wo Z eine Function der Veränderlichen z allein bedeutet. 
Man hat alſo jetzt 


u— [Par+ [ay( 0— 0 l a, 


Dieſe Gleichung gibt weiter 


4 40 
4 4 E ( a) 


und da dieſe letzte Größe gleich K fein muß, ſo wird die 
Function 2 beſtimmt durch die Gleichung 


Fa ap 4% (dp 
8 * . r A 5 a ) 


woraus 
2-04 fü [af 4 dr fü Ge u de) |. 
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Mithin iſt endlich das geſuchte . 
3 5 -/% ur 94. 
4 
+fas]| r— 44 45 al fn 4 


§. 371. Man kann auch hier leicht nachweiſen, daß 
dieſe Entwickelung des Integrals das Vorhandenſein der 
im $. 365 angezeigten Bedingungen der Integrabilität 
vorausſetzt. Damit nämlich die Größe 


dP 
eine Function von y und z allein ſei, muß ihr Differential 


in Bezug auf = genommen den Werth Null haben, d. h. 


. 
ER 


Damit ferner die Größe 


4. 4 — 4% (4 rn 4 de ) 


eine Function von 2 allein fei, müffen ihre Differentiale in 
Bezug auf = und in Bezug anf y genommen, einzeln gleich 
Null ſein, d. h. 


ar _ ‚dp du 
ds dz 55 0 

dR 4 

4 . u, 404. de = 0 


Dieſe beiden letzten Gleichungen reduciren ſich, mit Zuziehung 
der obigen Gleichung 


d ad 
auf 
ER rn An 40 
de d f 2 
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und in dieſen drei Gleichungen ſind die Bedingungen des 
§. 365 wieder enthalten. 
§. 372. Es ſei z. B. N 


hi 2 | 2z 
et ze za de 


Dieſe Function entſpricht den Bedingungen der Integrabi— 
lität; denn man hat 


a %% 4 dP_dR_ Ar ee bee 
% a eye dre Gi e 


Man wird alſo ſetzen 
2%. 
5 ſ ee 12 


2 
( Af r 
Ie er. 
Dieſer Ausdruck gibt weiter 


dy— 


dy — Per +3 Fr 
und aus der ee u Werths mit der gegebenen 
Function erkennt man, daß u 1 gleich Null fein muß. Alfo 


kann J nur noch die Veränderliche z enthalten. Man hat 
aber 

e 
und aus der Vergleichung 1 10 mit der gegebenen 
Function ſieht man, daß auch 4. i V gleich Null ſein muß. 
Das geſuchte Integral iſt alſo 


2 ＋N— 
U=cC+H 4 


§. 373. Es ſei ferner gegeben 
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427 — 22 de 


x Ey 1 . ann de 
N aty:t22 z ＋ e 7 E22 z T zer ya 2 
ydz d 
n 


Den Bedingungen der Integrabilität geſchieht Genüge, da 
man hat 


E d r das 
d de Ci 1 %, d de N 
do ank Ayz 


de dy CN = 
Man ſetzt alfo, gemäß der vorigen Methode, 
42—92—22 
bert. Tg er 
C aa )+ 
= l — l(o°+y®-+2?) + Y. 
Daraus erhält man 
dU 
ee 
und die Vergleichung mit dem N Ar gibt 
. 


ee e 
woraus 
5 1 3, Y 
y 2 = 2 +Z 


Man hat iR jetzt 
ee ee 
Hieraus folgt weiter 
du" 2² Y dZ 
b 4 e Tate 
und durch Vergleichung mit dem gegebenen Differential 
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n ＋ — 22 Y 
(@2hy2t222, 22 28, 28hy2he2), 22 + dz / 
woraus 
dZ 1 1 


„ 250 Z= GL 
Das gefuchte Integral wird b 


1 


— 
Ve 


§. 374. Es ift kaum nöthig zu bemerken, daß man, 
zu dem nämlichen Nefultate gelangen muß, mit welcher von 
den Veränderlichen man auch die Integration beginnen mag. 
Wollte man in dem vorigen Beiſpiele mit der Veränderlichen 
z den Anfang machen, ſo würde man ſetzen 


. y 1 
v— ſa⸗ TENA 2 a. * + 
33 u a 
re ee 
eee. 


wo X eine Function von * und bedeutet. Man erhält 
daraus 
dU 


de = pe te 

und die Vergleichung mit der gegebenen Saw gibt 
Ein a 
ee te 

d. h. a 

lr, 

wo Y eine Function von y allein bedeutet. Man hat alſo jetzt 


D Lö , e e. 
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Daraus folgt weiter 

dU 

1 N 1 * 
und durch Vergleichung mit der gegebenen Wan findet 
man, daß = den Werth Null hat, oder daß T ſich auf 


eine Conſtante reducirt. Der vollſtändige Werth von U 
wird alſo wie oben 


3 
N IN 
§. 375. Wenn in der Gleichung 
dU = Pdx Od 

die rechte Seite ein genaues Differential iſt, fo iſt U eine 
Function der beiden unabhängigen Veränderlichen z und y. 
In der Geometrie betrachtet man dieſe Function wie die 
Ordinate einer Fläche, die rechtwinklig auf derjenigen Ebene 
errichtet wird, in welcher die beiden Abſeiſſen v und ge— 
zählt werden. Aber es verhält ſich nicht mehr ebenſo, wenn 
die Differentialfunction Par + QOdy nicht den Bedingungen 
der Integrabilität Genüge leiſtet. In dieſem Falle hat die 
obige Gleichung keinen Sinn mehr, weil man ſie nicht mehr 
wie abgeleitet aus einer analhtiſchen Relation anſehen kann, 
die unter den drei Größen U, &, ſtattfindet. Will man 
der Gleichung in dieſem Falle einen Sinn beilegen, ſo kann 
dies nur dadurch geſchehen, daß man eine gewiſſe Relation 
zwiſchen den beiden Veränderlichen z und ; feſtſtellt, die als— 
dann aufhören beide unabhängig von einander zu ſein. 
Setzt man z. B. y=gylz), wo ꝙ eine vollkommen will— 
kürliche Function bedeutet, fo nimmt die vorgelegte Gleichung 
die Form an 


18 


d = Mdæ, 
wo Meine Function von 2 allein iſt, und die willkürliche 
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Function gr) nebſt dem Differentialverhältniß der erſten 
Ordnung von dieſer Function in ſich enthält. Dieſe Glei— 
chung dU = Ade kann immer integrirt werden. Die Fune— 
tion U, welche man durch die Integration findet, ſtellt die 
Ordinate einer Curve dar, deren Projection auf die Ebene 
2% durch die Gleichung 7 = &) gegeben iſt; und es ift 
klar, daß bei der Unbeſtimmtheit der Function ꝙ ſich eine 
unendlich große Anzahl verſchiedener Curven angeben läßt, 
denen ſämmtlich die Ordinate U angehören kann. 

Dieſe Betrachtungen find leicht auf diejenigen Fälle - 
zu übertragen, wo die gegebene Differentialfunction eine 
größere Anzahl von Veränderlichen enthält. 


XXXII. Differentialgleichungen der erſten Ordnung zwiſchen 
zwei Veränderlichen. 


§. 376. Unter der obigen Benennung begreift man 
überhaupt alle Gleichungen von der Form 


d 
f , , =) O, 
wo 2 wie die unabhängige Veränderliche angeſehen wird, 
y wie eine Function von , und 45 das Differentialverhält- 


niß der erſten Ordnung von y, in Bezug auf = genommen, 
d. i. das Verhältniß der gleichzeitigen Zunahmen der beiden 
Veränderlichen z und bezeichnet. Eine ſolche Gleichung 
ſtellt auf eigenthümliche Weiſe zwiſchen den beiden Veränder— 
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lichen eine Relation feſt, von der man ſich auf folgende 
Weiſe einen Begriff machen kann. 
Man Ba ſich die gegebene Gleichung aufgelöft in 


Bezug auf 2 * fo daß man hat 


45 = Ye, Y), 
wo das Zeichen 9 eine Function anzeigt, welche im allge— 
meinen entweder einen oder mehrere Werthe beſitzt. Es ſei 
erſtens dieſe Function von ſolcher Beſchaffenheit, daß ſie nur 
einen einzigen Werth hat, und zu größerer Veranſchauli— 
chung denke man ſich 4 wie eine Abſceiſſe und y wie die zu— 
gehörige Ordinate, ſo daß die gegebene Gleichung einer 
ebenen Curve angehören muß. Wenn man den Veränder— 
lichen und y reſp. die beiden willkürlichen Werthe a und 


b beilegt, fo gibt die vorſtehende Gleichung für 4 einen be= 
ſtimmten Werth, mit deſſen Hülfe man, ſobald man z von 
dem Werthe a aus um eine ſehr kleine Größe wachſen oder 
abnehmen läßt, die entſprechende Aenderung des / von dem 


Werthe 5 aus kennen lernen kann. Denn bezeichnet A 
eine ſehr kleine Zunahme von , fo hat man ſehr nahe 


47 4 . Gibt man ſodann den Veränderlichen z und 
y in der vorſtehenden Gleichung reſp. die beiden Werthe 
a+ A * b "re Az, ſo liefert die Gleichung einen neuen 


Werth von 4 „ welcher auf dieſelbe Weiſe dazu dienen kann, 


ein neues Set von Werthen der beiden Veränderlichen a 
und ? herzuſtellen. Fährt man fo fort, fo erhält man einen 
aus ſehr kleinen geraden Linien zuſammengeſetzten Zug, welcher 
deſto mehr mit einer gewiſſen Curve zuſammenfallen wird, je 
kleinere Werthe man den Zunahmen Ax beigelegt hat. Die 
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wahre Bedeutung der gegebenen Gleichung iſt alſo die, daß 
ſie die Geſtalt einer gewiſſen Curve feſtlegt, von welcher 
man irgend einen Punkt willkürlich annehmen kann. 

Je nach der Wahl, welche man für den erſten Punkt 
derjenigen Curve trifft, die auf die angegebene Weiſe mit 
Hülfe der vorgelegten Gleichung conſtruirt werden kann, 
wird nicht nur die Lage, ſondern im allgemeinen auch die 
Geſtalt der Curve eine andere werden. Nichts deſto weniger 
haben alle dieſe Gurven einen gemeinſchaftlichen Charakter, 
deſſen Natur durch die gegebene Differentialgleichung aus— 
geſprochen wird. Oder auch, dieſe Differentialgleichung drückt 
eine Eigenſchaft aus, welche einer unendlichen Anzahl von 
Curven, die man ſich in einer Ebene gezeichnet denken kann, 
gemeinſam angehört. Dieſe Eigenſchaft beſteht in der Ans 
gabe der Neigung der Tangente irgend eines Punkts als 
Function der Coordinaten dieſes Punkts; ſie bietet das 
Mittel dar, die ganze Curve zu conſtruiren, ſobald irgend 
ein Punkt dieſer Curve feſtgeſtellt worden iſt. 

Man kann übrigens bemerken, daß die Auswahl einer 
beliebigen aus der unendlich großen Anzahl von Curven, 
denen die gegebene Differentialgleichung angehört, nur von 

einer einzigen willkürlichen Conſtante abhängt. Es genügt 

z. B. den Werth von à feſtzuſtellen, welcher dem Werthe 
= 0 zugehören fol. Denn man muß immer die näm⸗ 
liche Curve wiederfinden, welchen Punkt dieſer Curve man 
auch als gegeben anſehen mag. 


§. 377. Man nebme zweitens an, die Gleichung 
liefere 5 5 berſchiedene Werthe für das Differentialvers 
hältuiß 4 Fr L. Man kann ſodann jeden dieſer Werthe für ſich 


betrachten und darauf dasjenige anwenden, was im vorigen 
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Paragraphen geſagt worden iſt. Die gegebene Differential- 
gleichung gehört alſo in dieſem Falle, wie man leicht erkennt, 
mehreren Syſtemen von Curven an, die in einer Ebene 
liegen und einander mannichfach durchkreuzen. Dieſe Glei— 
chung drückt Eigenſchaften aus, welche reſp. der unendlich 
großen Anzahl von Curven gemein find, die jedem einzelnen 
dieſer Syſteme angehören; Eigenſchaften, durch welche die 
Neigung der Tangente eines beliebigen Punkts dieſer Curven 
als Function der Coordinaten dieſes Punkts beſtimmt iſt, 
fo daß dieſe Curven mit Hülfe der gegebenen Gleichung con— 
ſtruirt werden können, ſobald einer ihrer Punkte gegeben wird. 

8. 378. Aus dem Vorſtehenden iſt leicht zu erkennen, 
was man unter der primitiven Gleichung oder dem 
Integral der gegebenen Differentialgleichung zu verſtehen 
hat. Dieſe primitive Gleichung muß, wenn ſie dieſelbe All— 
gemeinheit wie die gegebene Differentialgleichung beſitzen ſoll, 
jede der Curven in ſich begreifen, welche mit Hülfe dieſer 
Gleichung conſtruirt werden können. Alſo 1) muß fie eine 
willkürliche Conſtante enthalten, verſchieden von denjenigen 
Conſtanten, welche etwa ſchon in der gegebenen Differential— 
gleichung vorkommen. Die Unbeſtimmtheit dieſer willkürlichen 
Conſtante wird dem Reſultate die nöthige Allgemeinheit 
geben, damit dasſelbe das ganze Syſtem der Curven dar— 
ſtelle, denen die gegebene Gleichung angehört. Aber auch 
2) muß dieſe primitive Gleichung der gegebenen Differen— 
tialgleichung Genüge leiſten, d. h. es müſſen die Werthe 
von und Zr welche aus der primitiven Gleichung und 
ihrer Differentialgleichung folgen, in die gegebene Gleichung 
ſubſtituirt, dieſelbe entweder identiſch machen, oder es muß 
die Elimination der willkürlichen Conſtante aus der primi— 


tiven Gleichung und ihrer eee die Den 
Gleichung wieder hervorgehen laſſen. 
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$. 379. Jede Gleichung in endlichen Ausdrücken, 
welche einer gegebenen Differentialgleichung Genüge leiſtet 
und eine willkürliche Conſtante enthält, iſt das allgemeine 
Integral dieſer Differentialgleichung. Aus dieſem all— 
gemeinen Integrale gehen die beſonderen Integrale 
hervor, wenn man darin der willkürlichen Conſtante ver— 
ſchiedene beſondere Werthe beilegt. 

Es gibt häufig primitive Gleichungen, welche einer ge— 
gebenen Differentialgleichung Genüge leiſten, ohne jedoch eine 
willkürliche Conſtante zu enthalten. Zuweilen ſind dieſe Glei— 
chungen beſondere Integrale, in denen die willkürliche Con— 
ſtante dadurch verſchwunden iſt, daß man ihr einen gewiſſen 
beſonderen Werth, wie z. B. 0 oder 00, beigelegt hat. In 
anderen Fällen dagegen können die in Rede ſtehenden pri— 
mitiven Gleichungen durch keine Annahme beſonderer Werthe 
für die willkürliche Conſtante aus dem allgemeinen Integrale 
abgeleitet werden; ſie beſitzen einen eigenthümlichen Charakter, 
und erfordern eine Betrachtung für ſich. Primitive Glei- 
chungen dieſer letzten Art werden beſondere Auflöſun— 
gen genannt, die man alſo nicht mit den beſonderen Inte— 
gralen verwechſeln darf. Von den beſonderen Auflöfungen 
wird am Schluſſe dieſes Abſchnitts die Rede ſein. 

§. 380. Zur Erläuterung der vorſtehenden Betrach— 
tungen möge die Differentialgleichung dienen 


* 2 _y+b=0. 
Man erhält daraus 


und auf dem oben angezeigten Wege erkennt man leicht, 
daß dieſe Gleichung einer jeden geraden Linie angehört, 
welche durch den Punkt geht, deſſen Coordinaten find v = 0 
und y=b. Das allgemeine Integral iſt 
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Denn dieſe primitive FRE feiftet der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung Genüge, weil die Werthe / = ar + b und 


46 welche aus ihr hervorgehen, dieſe Differentialgleichung 


identiſch machen; und überdies enthält fie die willkürliche 
Conſtante 4, welche nicht in der gegebenen Gleichung vor— 
kommt. Läßt man dieſe Conſtante ſich ändern, ſo werden 
die dadurch hervorgehenden beſonderen Integrale alle geraden 
Linien darſtellen, welche, bei verſchiedenen Neigungen gegen 
die Achſe der ©, einander in der Achſe der y in einem Ab— 
ſtande b vom Anfangspunkte durchſchneiden. 

§. 381. Es ſei ferner die Differentialgleichung gegeben 

4 -a, oder dy— (420 4 0, 
deren primitive Gleichung iſt ö 

y- a — d ＋ O, J 

wo b die willkürliche Conſtante bedeutet. Dieſe primitive 
Gleichung ſtellt eine Parabel dar, deren Achſe parallel zur 


Achſe der 9 liegt, in einem Abſtande — 3 von dieſer Achſe. 
Die Curve ſchneidet die Achſe der 7 in dem Abſtande — 6 
vom Anfangspunkte. Um alle Curven zu erhalten, denen 
die gegebene Differentialgleichung angehört, genügt es alſo 
die Conſtante bin der primitiven Gleichung alle Werthe 
von — 00 bis O durchlaufen zu laſſen; oder, was auf 
dasſelbe hinauskommt, die Parabel parallel zur Achſe der 
zu verſchieben, ohne die Lage ihrer ap zu ändern. 


So wie die Diffrrentialgleichung . „* „ 2 0 zu 


der primitiven Gleichung „ fübrt, in 

welcher 5 die willkürliche Conſtante iſt, ſo kann man auch 

eine andere Differentialgleichung angeben, welche zu der 
Navier, Diff.⸗ und Integralr. II. Band. 3 
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nämlichen primitiven Gleichung führt, ſo daß a als will— 
kürliche Conſtante erſcheint. Dieſe Differentialgleichung er— 
hält man unmittelbar, wenn man die primitive Gleichung 
fo einrichtet, daß die Conſtante a durch Differentiation ver- 
ſchwinden muß; d. h. wenn man ſie für dieſe Conſtante 
auflöſt, wodurch man erhält ö 

N50 anke 


Dirt man 0 unterdrückt den gemeinen 


Factor ar fo kommt 


5 — 4 2 be 


Man kann dieſe Differentialgleichung aber auch finden, ohne 
die primitive Gleichung in! Bezug auf a aufzulöſen, wenn 
man nämlich dieſe he aus der primitiven Gleichung 


und der Gleichung 4. —4 2r— 0, die durch Differen⸗ 


tiation aus ihr hervorgeht, eliminirt. Die zuletzt gefundene 
Differentialgleichung, in welcher die Conſtante a verſchwunden 
iſt, gehört ebenſo wie die primitive Gleichung, in welcher a 
wie die willkürliche Conſtante angeſehen wird, allen Para— 
beln an, deren Achſe parallel zur Achſe der liegt nd die 
dieſe Achſe in einem Abſtande — 5 vom Nangebunfte der 
Coordinaten durchſchneiden. 


Wäre übrigens die Gleichung 7 — FR — + S - 
die gegebene geweſen, fo hätte man Ban nicht unmittelbar 
die primitive Gleichung herleiten können, aus welcher ſie 
entſtanden iſt; denn die linke Seite dieſer Gleichung iſt kein 
genaues Differential von einer Function der Veränderlichen 
© und J. Sie wird es aber, wenn man den Factor = 
wieder berftellt. 1 


— 4 0. 


» 
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$. 382. Wenn die or a ea iſt 


IR 


fo erhält man 1 
2 = 4. d. 

Folglich gehört dieſe 8 zwei Syſtemen von geraden 
Linien an, welche mit der Achſe der Winkel einſchließen, 
deren trigonometriſche Tangenten reſp. a und — a find. 
Ihr allgemeines Integral iſt die Gleichung 

9 — dν½. 2% ＋ 52 = 0, 
welche aus der Multiplication der beiden Gleichungen 
„ ar - = und y-ar—b—0 euntſteht, die reſp., 
wegen der willkürlichen Conſtante b, irgend einer unter den 


geraden Linien des einen oder des anderen Syſtems ange⸗ 
hören. Differentürt man dieſe Gleichung, ſo erhält man 


1 % 4 5 4% 0, 


und durch Elimination von b aus dieſen beiden Gleichungen 
ergibt ſich wieder die gegebene Gleichung. 

$. 383. Wenn allgemein eine primitive Gleichung 
gegeben iſt, welche die beiden Veränderlichen v und y nebft 
mehreren Conſtanten a, 5, o, ı. enhält und welche man 
bezeichnen kann mit 

H, , a, ö, o, 2c.) = O, 
ſo wird die Gleichung, welche man daraus unmittelbar 
durch Differentiation erhält, nämlich 
4 % o, oder dat 4% 0 
zugleich mit jener primitiven Gleichung a haben. 
Man kann alſo dieſe beiden Gleichungen auf beliebige Weiſe 
mit einander combiniren; das Reſultat wird immer gleich— 
. 3 * 
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falls eine gültige Gleichung ſein. Es iſt möglich, daß ſchon 
die Differentiation eine der Conſtanten a, b, e, ꝛc. zum 
Verſchwinden gebracht hat, welcher Fall eintritt, wenn dieſe 
Conſtante nur in einem Gliede vorkommt, welches weder 
noch enthält. Man kann aber auch eine beliebige Con— 
ſtante eliminiren, die ſich zugleich in beiden Gleichungen 
vorfindet. Man kann gleichfalls eine gewiſſe Function von 
und eliminiren, die in einigen Gliedern enthalten ft. 
Endlich iſt es möglich, daß alle Glieder der Differential- 
gleichung mit einer gewiſſen Function von = und y als. 
Factor behaftet erſcheinen, welche hinwegfällt, ſobald man 
die Summe dieſer Glieder gleich Null ſetzt. 6 

Es iſt hieraus leicht zu überſehen, daß man aus einer 
und derſelben primitiven Gleichung im allgemeinen durch 
verſchiedene Operationen mehrere Differentialgleichungen ber= 
leiten kann, die gänzlich von einander verſchieden ſind, und 
man begreift daraus die Schwierigkeit der umgekehrten Auf— 
gabe, welche darin beſteht, von einer beliebigen vorgelegten 
Differentialgleichung das Integral zu finden. Dieſe Aufgabe 
wird hier jetzt zunächſt innerhalb der durch die Ueberſchrift 
dieſes Abſchnitts angezeigten Gränzen behandelt werden. 


a: 
Differentialgleichungen der erſten Ordnung, in denen das Differentialver- 
hältniß nur in der erſten Potenz vorkommt. Trennung der Veränderlichen. 


§. 384. Es möge eine gegebene Differentialgleichung 
der erſten Ordnung betrachtet werden, in welcher das Diffe— 


rentialverhältniß 4 nur in der erſten Potenz vorkommt und 
welche demnach die Form hat i 
P+0% 0, oder Vr . 0d% o, 


wo / und O irgend welche Functionen von z und bedeuten. 
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Es iſt ſogleich klar, daß, wenn die Function End 
ein genaues “Differential von einer gewiſſen Function von 
und iſt, d. h. wenn fie den im §. 364 angezeigten Be⸗ 
dingungen der Integrabilität Genüge leiſtet, man nur nöthig 
hat gemäß den im vorigen Abſchnitte gegebenen Regeln ihr 
Integral zu nehmen. Dieſes Integral wird, vervollſtändigt 
durch eine willkürliche Conſtante und darauf gleich Null ge— 
ſetzt, das geſuchte Integral darſtellen. Dieſer beſondere Fall 
kann indeſſen nur dann eintreten, wenn die gegebene Diffe— 
rentialgleichung das unmittelbare Reſultat der Differentiation 
der primitiven Gleichung iſt, welche letztere man zuvor auf 
eine ſolche Form gebracht hat, daß die willkürliche Conſtante 
in einem Gliede vorkommt, welches weder 4 noch enthält, 
und mithin durch die Differentiation verſchwinden kann. 

F. 385. Die gegebene Differentialgleichung läßt ſich 
immer integriren oder wenigſtens auf die Integration von 
Differentialfunctionen von einer einzigen Veränderlichen zu— 


rückführen, wenn eine Trennung der Veränderlichen 
ſtattfindet, d. h. wenn die gegebene Gleichung die Form hat 
Xdz E Ydıy = O, 


wo X eine Function von 4 allein, und eine Function 
von 5 allein bedeutet. In dieſem Falle wird nämlich das 
allgemeine Integral“) 9 * 
Id + SYday+C—0, 
wenn man mit C die willkürliche Conſtante bezeichnet. 
Die Trennung der Veränderlichen iſt augenſcheinlich 
vorhanden, wenn die Auflöſung der Gleichung in Bezug 


auf 2 gibt 5 


dy 
T, 
de... nz 
denn man erhält ſodann | 15 


1 Man ſehe die Note S. 20. 
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ya, woraus [7 = [x o 

§. 386. Zuweilen kann man die Trennung der Ver- 
änderlichen durch eine Umformung oder durch Einführung 
einer neuen Veränderlichen herbeiführen. Das bemerkens— 
wertheſte Beiſpiel dieſer Art bietet die Gleichung 


4. 0 o, oder dy + Fyd + Ode —=0, 


in welcher P und 0 Functionen von allein find. Man 
nennt dieſe Gleichung eine lineäre Gleichung von der erſten 
Ordnung, oder eine Gleichung vom erſten Grade und von 
der erſten Ordnung, weil ſie nur die erſten we von 


der Function 7 und ihrem Differentialverhältniſſe . der 


erſten Ordnung enthält. Setzt man darin 
y=Xt, woraus dy = tdX + Xdt, 
indem man mit X eine Function von &, und mit t eine 
neue Veränderliche bezeichnet, ſo gibt die Subſtitution in 
die gegebene Gleichung 
tdX + Xdt + FAtd + Qdx = 0. 

Da die Function X vollkommen unbeſtimmt geblieben ift, 
ſo kann man ſie durch die Bedingung beſtimmen, daß die 
vorſtehende Gleichung in die beiden folgenden zerfallen ſoll 

dx + Od =, und dt ＋ Pd =. 
In der zweiten Gleichung ſind die Veränderlichen getrennt, 
und man erhält daraus 


7 ur, = us, t 


Dieſer Werth von t gibt, in die erſte Gleichung geſetzt, 

dx = d. Oel, X= (de. De. 

Aus beiden Werthen für X und t folgt endlich, wegen 
y=Ät, 
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ue. Oe 5 
als allgemeines Integral der gegebenen Gleichung, in wel— 
chem C die willkürliche Conſtante bedeutet. 

§. 387. Auf dieſelbe Weiſe kann man alle Gleichungen 
von der Form 5 A 

e dy + i de + Ode = 0 

integriven, wo P und O gleichfalls zwei beliebige Functionen 
von & bedeuten. Denn dieſe letzte Gleichung verwandelt 
ſich wieder in die frühere, wenn man y"—= ſetzt. 0 

§. 388. Die Trennung der Veränderlichen iſt gleich- 
falls erreichbar in a Gleichung von der Form 


Oe 
Denn man ſetze all ſo wird / t und 45 4 1 15 


folglich ba ſich die Gleichung in Ko ei 
di 
+24 4 70 0, oder int 0, * 


in welcher 5 Veränderlichen getrennt ſind. 


Vom integrirenden Factor. 


$. 389. Soll eine Differentialgleichung 
N Tr Hd 4 Od = 0 
die Form eines genauen Differentials von einer Function 
der beiden Veränderlichen & und y beſitzen, fo ift zunächſſ 
nothwendig, daß dieſe Gleichung als umittelbares Reſultat 
aus der Differentiation der primitiven Gleichung hervorge— 
gangen ſei. Aber ſelbſt wenn dieſe Bedingung erfüllt iſt, 
ſo hat dennoch die Differentialgleichung nicht immer die Form 
eines genauen Differentials, weil die Differentiation zuweilen 
einen gemeinſchaftlichen Factor in ſämmtliche Glieder ein— 
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führt, der mithin durch das Nullſetzen des Differentials 
verſchwindet. Es ſei z. B. die primitive Gleichung 


u 
1 


ſo iſt das Differential der linken Seite * ven und wenn 


man dieſe Größe gleich Null ſetzt, ſo trhalt man bloß 
: — ydz = O, A 

und die linke Seite dieſer Gleichung ift kein genaues Diffes 

rential mehr. Ein ähnlicher Fall kam am Schluſſe des 

$. 381 vor. 


S8. 390. Wie aber auch eine gegebene Differentialglei— 
chung entſtanden ſein mag, ſo läßt ſich beweiſen, daß es 
immer einen integrirenden Factor k geben müſſe, durch 
deſſen Multiplication mit der gegebenen Gleichung ein ge— 
naues Differential zu Stande kommt. Man denke ſich zu 
dem Ende die gegebene Gleichung auf die Form gebracht 


dy * 


wo irgend eine Function von * und ; bezeichnet. Das 
allgemeine Integral dieſer Gleichung hat auf ſeiner linken 
Seite eine gewiſſe Function von , y und einer willkürlichen 
Conſtante a, die in der Differentialgleichung nicht vorkommt. 
Denkt man ſich alſo dieſes allgemeine Integral in Bezug 
auf a aufgelöſt und mithin auf die Form gebracht 

+ Ba, 

jo wird U eime Function von und 7 fein. Die Diffe⸗ 
rentiation dieſer Gleichung gibt 


a du 
au d dy 4 d 

e Ny r / fr „ dt al . f 
2 4% 
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welche Gleichung die Conſtante à nicht mehr enthält, und 
mithin mit der gegebenen Differentialgleichung identiſch ſein 
muß. Man muß alſo haben 


g dU 
dy N d 
ir r T 0 
f 4% 
und daraus 
4 dy 
ar A. 
Nun iſt die 5 A 5 55 die vollſtändige dirivirte 


Function von U. dolglic wird dasſelbe von der Größe 
52 + gelten, ſobald man dieſe mit dem Factor = 


tigt bat. 

Durch das Vorſtehende iſt man von der Exiſtenz eines 
integrirenden Factors verſichert, mit welchem die gegebene 
Gleichung multiplieirt werden muß, um unmittelbar inte— 
grirt werden zu können. Ueberdies ſieht man, daß dieſer 
Factor bekannt ſein wird, ſobald die primitive Gleichung 
bekannt iſt. 8 

§. 391. Es ſei z. B. die primitive Gleichung 

97 — 2a ( - y) = . 
Die Differentiation derſelben gibt 

ydy — a (de + dy) = O, 
und wenn man aus beiden Gleichungen die Conſtante a 
eliminirt, ſo erhält man die Differentialgleichung 

(2 + y) dy — dr = 0. | 
Die linke Seite diefer Gleichung genügt nicht den Bedin— 
gungen der Integrabilität. Bringt man deßhalb nach Vor— 
ſchrift des vorigen Paragraphen, die primitive Gleichung 
auf die Form N 
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50 AT: 
Ay) 2 u 
jo wird die derivirte Function der linken Seite, in Bezug 


auf y genommen A 8E Bringt man ferner die Diffe— 


A 
rentialgleichung auf die Form 
in 0 3 
d 2 1 
und multiplicirt dieſelbe mit dem Factor a ſo findet 
man - 
VAR u Mn 0 
Acty? de Arty® 
oder 
yrr2ay)day—y?dr _ 0 


Ar+y)? 
In dieſem Ausdrucke erkennt man hl ſofort das vollſtän— 


dige Differential der Function „———, und leitet daraus 


0 5 ) 
mithin unmittelbar die primitive Gleichung wieder her. 


§. 392. Aus der Gleichung des §. 390 


dU d d 
dy 7 d ES dy de 
dr b dU 

dy 


läßt ſich ferner ſchließen, daß außer dem Factor 7, eine un⸗ 
endliche Menge anderer Factoren angegeben werden kann, 
welche ſämmtlich die Eigenſchaft beſitzen, die Function 27 * 


zu einem genauen Differential zu machen. Wenn man näm— 
lich unter G01) eine beliebige Function von U verfteht, ſo 
wird die Größe 
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U 
die vollſtändige derivirte Function von einer gewiſſen Fune— 
tion von U fein, die mit (1) bezeichnet werden mag. 
Wenn man alſo die linke Seite der vorſtehenden Gleichung 
mit dem Factor 


4 

009. 4% 
multiplicirt, ſo wird ſie gleichfalls zu einer genauen derivirten 
Function von einer gewiſſen Function von z und werdenz 


d. h. der Ausdruck HU) 75 wird einen integrirenden Factor 


der gegebenen Differentialgleichung abgeben, wie man auch 
die vollkommen willkürliche Function @ feſtſtellen mag. 

Das Integral dieſer Function, nach Einführung des 
genannten Factors, iſt aber identiſch mit der ſo eben durch 
(U) bezeichneten Function, jo daß man als allgemeines 
Integral erhält 

0 == C. 
wo C eine willkürliche Conſtante bedeutet. Daraus folgt 
unmittelbar 
N, 

wo C wieder eine willkürliche Conſtante bedeutet. Dieſe 
letzte Gleichung iſt aber das Integral der gegebenen Glei— 
chung, und mithin führen alle Factoren, welche in dem Aus— 


drucke u, enthalten find, zuletzt zu dem nämlichen In— 
tegrale. 
$. 393. Es ergab ſich im §. 386 aus der Gleichung 
du ＋ Pyde + Odx — 0, 


in welcher P und 0 Functionen von 4 allein 2 das 
Integral 


yore. fdr. Oel, 
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wo C die willkürliche Conſtante bedeutet. Nach dem Vor— 
ſtehenden wird man dieſes Integral auf die Form bringen 
C= far. Oel ® Lyet®— , 

und der Factor, mit welchem man die Differentialgleichung 
multipliciren muß, um fie integrirbar zu machen, wird alſo 
nach §. 390 ſein re 

Man kann dies auch direct nachweiſen. Es ſei näm- 
lich u der unbekannte integrirende Factor, der wie eine 
Function von & allein angeſehen werden mag. Führt man 
denſelben in die Differentialgleichung ein, ſo wird das Glied 
uOdse integrirbar für ſich, und es handelt ſich nur noch dar— 
um, u durch die Bedingung zu beſtimmen, daß die Größe 

udy +, m Pyde 

ein genaues Differential werde. Man muß alſo haben 
r , oder * Pdx, woraus u es. 

§. 394. Wollte man dieſes letzte Verfahren allgemein 
anwenden, ſo würde man als gegebene Gleichung anzuſehen 
haben 

Pdx + Ody = 0, 

wo ? und O irgend beliebige Functionen von und y bes 
deuten. Bezeichnet man den integrirenden Factor dieſer 
Gleichung mit u, ſo muß die Function uu augenſcheinlich 
der Bedingung genügen 


4uP _ duQ 
* 
d. h. 
. ga de du 
} r 


Aber dieſe Gleichung iſt beinahe immer ſchwieriger zu be— 
handeln als die gegebene Gleichung ſelbſt. 
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. 395. Man kann noch bemerken, daß ſich in allen 
— wo man durch eine Transformation der Gleichung 
4 Pdx E Ody 0 
eine Trennung der Veränderlichen herbeigeführt hat, auch 
unmittelbar der integrirende Factor angeben läßt, welcher 
die Größe Pdr + Ody zu einem genauen Differential macht. 

Nimmt man nämlich an, es ſeien ſtatt der Veränder— 
lichen x und die neuen Veränderlichen 's und t eingeführt, 
ſo wird die gegebene Gleichung ſich verwandelt haben in 

Mads + Ndt = O, 
wo und N Functionen von s und t ſind. Der Voraus— 
ſetzung gemäß muß es nun eine Function V von s und t 
geben, ſo beſchaffen, daß die Diviſion der letzten Gleichung 
durch dieſe Function eine Trennung der Veränderlichen her— 


beiführt, d. h. daß - eine Function von s allein, und . 


eine Function von t allein wird. Die Größe 7 ds ＋＋ 


iſt alſo dann ein genaues Differential geworden. Setzt man 
aber in dieſer Größe für s und t er Ausdrücke durch v und 


y zurück, fo fällt fie mit der Große . — de + 5 dy zuſammen, 
wo man in ] gleichfalls für s — ihre Ausdrücke durch 
und y geſetzt denken muß. Folglich wird auch 1d + 540, 
nothwendig ein genaues Differential ſein. 


§. 396. Als Beiſpiel für die Trennung der Verän- 
derlichen diente im $. 388 die Gleichung 


wi 20 4 y=0, 


welche durch die Subſtitution y= t, woraus / = td 
aut, ſich verwandelt in g 
1 ＋ NO] de = i, =, 
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und in welcher die Veränderlichen getrennt werden, wenn 
man durch 2ſt At)] dividirt. Nach dem vorigen Para— 
graphen muß alſo die gegebene Gleichung integrirt werden 


können, wenn man ſie mit dem Factor multiplicirt, 


1 
zu) 
nachdem man in dieſem Factor für € feinen Werth durch z 
und y an die Stelle geſetzt hat; d. h. der Kulanz Fac⸗ 


er] 
Wirklich erhält man durch 0 1 mit dieſem Factor 
De 


Hol 


welches man leicht auf die Form bringt 


e 


und dieſe Gleichung kann integrirt werden, da Pr yar 


tor der gegebenen Gleichung muß 5 


das Differential von & iſt. 


Homogene Differentialgleichungen. 


§. 397. Unter einer homogenen Function verſteht 
man jede Function, welche aus Gliedern zuſammengeſetzt iſt, 
in denen die Summe der Exponenten der Veränderlichen 
einen conftanten Werth hat. Es ſei U eine homogene Fune— 
tion von mehreren Veränderlichen , , ꝛc. Setzt man in 
derſelben t an die Stelle von ©, ty an die Stelle von , dc., 
fo verwandelt ſich die Function in “U, wenn n die Summe 
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der Exponenten der Veränderlichen in jedem Gliede bezeich— 
net. Die Zahlen heißt der Grad der homogenen Function. 
Setzt man t= 129, oder was auf dasſelbe hinaus 
kommt, & cr an die Stelle von &, y+gy an die Stelle 
von , ꝛc., fo erhält man durch Anwendung des Taylor'- 
ſchen Lehrſatzes (§. 138) * 


4 4 
tg" U=U+tg (E t) 
3 /arU deu U 
4 et .) 
At., 


und wenn man die linke Seite nach der binomiſchen Reihe 
entwickelt, und die mit gleichen Potenzen der unbeſtimmten 
Größe 9 behafteten Glieder einander gleich ſetzt, ſo kommt 
du du 
7 * + 3 — U. ) 
dL 4 AU 
ꝛc. 
Dieſe Beziehungen pflegt man unter dem Namen des 
Lehrſatzes von den homogenen Functionen zus 
ſammenzufaſſen. 


§. 398. Die Betrachtung der vorſtehenden Beziehungen 
erleichtert zuweilen die Jutegration der Differentialfunctionen 
von mehreren Veränderlichen. Wenn nämlich eine Function 
homogen iſt, ſo wird dieſe Eigenſchaft durch Differentiation 
der Function nicht aufgehoben. Folglich wenn umgekehrt 
eine homogene Differentialfunction f 

Pdxz + Ody + x. 

gegeben iſt, welche den Bedingungen der Integrabilität 
Genüge leiſtet, fo hat man unmittelbar, wenn man mit U 
ihr Integral bezeichnet, fo wie mit un den Grad dieſes In— 


N 
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tegrals, der immer den gemeinſchaftlichen Grad der Fune— 
tionen 7, O, ꝛc. um eine Einheit anne nach dem vori— 
gen Paragraphen 

n = P A OY - ac. ie. 


8. 399. Wenn in der Differentialgleichung 
Pdxz + Od⁰ — 0 
die Functionen P und 0 der Veränderlichen z und y ho= 
mogen ſind, ſo laſſen ſich diefe Veränderlichen leicht trennen, 
und die Gleichung wird mithin unmittelbar integrirbar. 
Man ſetze nämlich / et, fo nehmen die Functionen P und 
0 die Geſtalten an ' und ga”, wo p und 9 Functionen 
von t allein find, und n die Summe der Exponenten von 
o und y in den Gliedern der gegebenen Gleichung bedeutet. 
Dieſe Gleichung wird alſo 
9 


0 4 de=0, oder — 
PrmMdc+ ge „oder en 0, 


wo die Veränderlichen getrennt find. Die Integration gibt 
1 f di „I — 
Nr g g 


in welcher Gleichung man, nach ri der angezeigten 
Integration, für t feinen Werth I 7 zu ſetzen hat. 


§. 400. Es ſei z. B. die Gleichung gegeben 
(% % der ydy =, 
in welcher P= x 2 und = homogene Functionen 
vom erſten Grade ſind. Durch die Subſtitution ) = xt 
verwandelt ſich dieſe Gleichung in 


dt 


m 
— Free) 


deren Integral iſt 
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b U N= 
wo C die willkürliche Conſtante bedeutet. Setzt man für t 
ſeinen Werth 2 ſo erhält man 


I —y) * C, 


wofür man auch ſchreiben kann 
run 
11 
’ 


4 — % 2 C. e 
indem © jetzt eine andere Conſtante bedeutet. 


§. 401. Es ſei ferner die Gleichung gegeben 
( ＋ e = 2%) de + (y? — 3 dy—=0, 
in welcher P= x? + ν — 2% und O0 = y? — 322 homo⸗ 
gene Functionen vom zweiten Grade find. Die Subftitus 
tion y = xt gibt 
d ( -=?’ * 
= F 0. 
Der Bruch auf der linken Seite dieſer Gleichung, welcher 
mit de multiplicirt iſt, läßt ſich nach den Methoden des 
XXIV. Abſchnitts in Partialbrüche zerlegen, wodurch man 
erhält 
2—3 7—y5 74 75 


PaRaH 577 sur 5 0 503 P50 
Mithin wird die vorige Gleichung 

d N N e II ann 
e Nun e ee v5 HABE 75 


und ihr Integral — 


204) + 75 K-81) + 2757 3 


Statt dieſer Gleichung kann man endlich ee 
Navier, Diff.⸗ und Integralr. II. Band. 
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(v4) ya en Ze 
§. 402. Die Differentialgleihung des §. 399 
dy + Od = O, 
welche als homogen vorausgeſetzt wird, und in welcher n 
den gemeinſchaftlichen Grad der Functionen P und Q be— 
zeichnet, verwandelt ſich durch die Annahme y = 1 in 
C + ga”) de + gar! d =, 
und hierin werden die Veränderlichen getrennt, wenn man 
durch art! (p + ge) dividirt. PORN aber folgt vermöge 
des $. 395, daß der Ausdruck er r ein integrirender 
Factor der gegebenen Gleichung ſein muß, wenn man in 
demſelben für t feinen Werth zurückſetzt; d. h. dieſer inte— 


grirende Factor wird ſein Mithin iſt die Function 


DAM Od 
Pr -O 

Dies kann man auch direct nachweiſen. Es ſei u der 
unbekannte integrirende Factor der Funktion Pdr + 0dy, 
welcher als eine homogene Function von z und 7 voraus 
geſetzt werden mag. Man kann ſodann ſetzen 

ud + uOdy = dU, 

wo U eine Function von z und y bedeutet, Daraus folgt 
nach §. 398 


1 
TCO 
nothwendig ein genaues Differential. 


u + uQy= , N 
wenn man unter k den um eine Einheit vergrößerten ges 
meinſchaftlichen Grad der Functionen u und 10 verſteht. 
Dividirt man dieſe beiden Gleichungen durch einander, ſo 
kommt 4 

rar O _ du 

Pr+Qy I kU) 
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Nun iſt l ein genaues Differential; folglich gilt dasſelbe 


von der linken Seite dieſer Gleichung. ni 
§. 403. So wird in dem Beifpiele des §. 400 die 
Gleichung i 
( — 2% de + ydy = 0 
vermöge des Vorigen yes aa durch Multipli⸗ 


cation mit dem Factor ——— — Man erhält 


6 — 2 ae i. Fr En 
ſodann nämlich die Gleichung 
- 2⁰ανναπννν 
( 
wofür man ſchreiben kann 


. , 


2d% ua 0 
N 
oder auch 


4 1 0 4. Ey, 


und hieraus ergibt ſich unmittelbar das oben gefundene 
Integral. 


Differentialgleichungen der erſten Ordnung, in denen die zweite Potenz 
oder höhere Potenzen des Differentialverhältniſſes enthalten ſind. 


8. 404. Wenn eine gegebene Differentialgleichung hö— 


here Potenzen des Differentialverhältniſſes 2 in ſich ent⸗ 


hält, fo kann man ſich dieſelbe in Bezug auf dieſes Diffe- 

rentialverhältniß, als Unbekannte, aufgelöſt denken. Setzt 

man ſodann die Factoren, welche den Wurzeln dieſer Glei— 

chung entſprechen, einzeln gleich Null, ſo erhält man eben 

fo viele Differentialgleichungen, in denen 45 nur in der er⸗ 
1 
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ſten Potenz vorkommt; man kann alſo die Integrale dieſer 
Gleichungen nehmen, wobei man jedem einzelnen eine will— 
kürliche Conſtante beizufügen hat. Das Product dieſer 
verſchiedenen Integrale wird das allgemeine Integral der 
vorgelegten Gleichung geben. 

Die Allgemeinheit dieſes Integrals wird übrigens nicht 
vermindert, wenn man annimmt, daß die willkürliche Con— 
ſtante in allen Factoren dieſelbe ſei. Demnach hat jede 
Differentialgleichung der erſten Ordnung, welche die nte 


Potenz des Differentialverhältniſſes 3 in ſich enthält, zu 


ihrem Integral eine primitive Gleichung, in welcher die 
willkürliche Conſtante zur Potenz n erhoben vorkommt. 
Ein Beiſpiel gibt §. 382. 

§. 405. Die algebraiſche Auflöſung der gegebenen 
Gleichung iſt indeſſen häufig nicht möglich, und mithin 
wird ſodann das angezeigte Verfahren unausführbar. Man 
gelangt dagegen zuweilen zur Integration der in Rede 
ſtehenden Gleichungen, wenn man eine ſolche Gleichung 
zuvor auf die Form bringt 

121, 


wo L eine Junction von * und 45 bedeutet. Zur Abkür— 


zung ſetze man 7 ſtatt 7 2. Die Differentiation diefer Glei- 


chung gibt ſodann 
dl dy 
y * dy 2 
welches eine 3 der erſten Ordnung zwiſchen 
und à iſt. Kann dieſelbe integrirt werden, ſo erhält man 
eine Gleichung zwiſchen 7 und’ nebſt einer willkürlichen 
Conſtante; und durch Elimination von ' aus dieſer und 
der gegebenen Gleichung findet ſich das geſuchte Integral. 
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. 406. Die vorſtehende Methode iſt anwendbar auf 
die Eil 
= A N, 


wo M und Functionen von 15 oder ' bedeuten ſollen. 


Dieſe Gleichung gibt nämlich, in Behig auf © differentürt, 


öl aN dy 
9 e d 


oder 
(M— ) d = 4% 4% ＋ 4 4% — 0 


und fällt mithin unter die in den §§S. 386 und 393 betrach⸗ 
tete Form. Sie wird alſo integrirbar, wenn man ſie mit 


* 
. 


dem Factor e multiplicirt, und ihr Integral wird 


ar ar 
ze Fler „ Sa) . 


wo C die willkürliche Conſtante iſt. Schließlich hat man 
ſodann noch 7 aus dieſer und der gegebenen Gleichung 
zu eliminiren. 


§. 407. Beſondere Beachtung verdient noch der Fall, 
wo man in der vorigen Gleichung hat 1 = , alſo die 
Gleichung wird 


=. 
Man erhält ſodann durch Differentiation 


( ＋ 90 dy = O, 


welche Gleichung in die beiden folgenden zerfällt 
dN . 
| + * 0, und d/ = 0. 
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Die Gleichung 40 0 gibt einen Werth für , wel⸗ 


cher, in die gegebene Gleichung ſubſtituirt, zu einer primi— 
tiven Gleichung führt, die keine willkürliche Conſtante ent— 
hält; dieſe primitive Gleichung iſt nach §. 379 eine befon- 
dere Auflöſung der gegebenen Gleichung. Die Gleichung 
dy = dagegen gibt integrirt 
Yy ed, 

wo C die e wilkürliche Conſtante iſt; und dieſer Werth liefert, 
wenn man ihn in der gegebenen Gleichung an die Stelle 
von 7 ſetzt, das geſuchte allgemeine Integral. Dieſes In— 
tegral iſt die Gleichung einer geraden Linie, deren Neigung 
gegen die Achſe der v durch den Werth der Conſtante C 
feſtgeſtellt wird. 


Beſondere Auflöſungen der Differentialgleichungen der erſten Ordnung 
zwiſchen zwei Veränderlichen. 


$. 408. Es iſt im §. 379 bemerkt worden, daß es zu⸗ 
weilen primitive Gleichungen gibt, welche einer gegebenen 
Differentialgleichung Genüge leiſten, ohne jedoch in dem 
allgemeinen Integrale dieſer Gleichung enthalten zu 
ſein. Gleichungen dieſer Art, welche beſondere Auflö— 
ſungen genannt werden, zeichnen ſich hauptſächlich dadurch 
aus, daß ſie keine willkürliche Conſtante enthalten, deren 
Gegenwart das weſentliche Kennzeichen des allgemeinen 
Integrals iſt. Ueber die Natur dieſer beſonderen Auflö— 
ſungen erhält man auf folgende Weiſe Auskunft. 

Es ſei 


F(z, y, a) — 0) (1) 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
(e, ve) o. 2) 
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Dieſe letzte Gleichung iſt ſodann das Reſultat der Elimi— 
nation der Conſtante à aus der Gleichung (m1) und deren 
unmittelbarem Differential, nämlich 

dF 4 ) 


und überdies kann man, nach §. 376 ꝛc., die Gleichungen 
(1) und (2) wie die analytiſchen Ausdrücke eines Syſtems 
von einer unendlich großen Anzahl von Curven anſehen, 
welche ſich nur in den verſchiedenen 1 der Conſtante 
a von einander unterſcheiden. 

Man nehme an, es ſei in der Gleichung (1) der Con- 
ſtante a ein beſtimmter Werth beigelegt worden, und man 
betrachte die Curve, welche dieſem Werthe entſpricht. Wenn 
ſodann, von dem genannten Werthe ausgehend, a um die 
unendlich kleine Größe da zunimmt, ſo verwandelt ſich die 
Gleichung (1) in " 

F+ = da =. 
Dieſe Gleichung gehört einer zweiten Curve an, welche der 
erſten unendlich nahe liegt; und die Werthe von und 5, 
welche gleichzeitig den beiden eie en Genüge leiſten 


F=0 und 1 4% 4 0, 


oder, was auf dasſelbe Ginhiisedihit, die beiden Gleichungen 
F=0 und 1 0, 
gehören folglich dem Durchſchnittspunkte dieſer beiden Cur— 
ven an. 
§. 409. Man eliminire die Conſtante 4 aus den bei— 


den Gleichungen 


F=0 und 4. — 0. 
Das Reſultat dieſer Elimination wird eine primitive Glei— 
chung zwiſchen = und y fein, welche der Linie angehört, 


die der geometriſche Ort der Durchſchnittspunkte aller in 
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dem allgemeinen Integrale enthaltenen, und ſich nur durch 
die verſchiedenen Werthe der Conſtante « von einander uns 
terſcheidenden Curven iſt. Dieſe Linie wird augenſcheinlich 
von allen in Rede ſtehenden Curven berührt, und führt den 
Namen der einhüllenden Curve. Die gefundene Glei— 
chung aber, welche keine willkürliche Conſtante enthält, iſt 


die beſondere Auflöſung der Gleichung Kan). 
der fie offenbar Genüge leiſten muß, weil der Werth von 
2 in jedem Punkte der einhüllenden Curve beiden Curven 


gemeinſchaftlich angehört, nämlich dieſer einhüllenden Curve 
und derjenigen in dem allgemeinen Integrale enthaltenen 
Curve, die ſie in jenem Punkte berührt. Man ſieht alſo, 
daß die Aufſuchung der beſonderen Auflöfung einer gegebenen 
Differentialgleichung zuſammenfällt mit dem geometriſchen 
Problem, die einhüllende Curve anzugeben, welche dem durch 
jene Differentialgleichung, oder durch das allgemeine In— 
tegral derſelben dargeſtellten Syſteme von Curven entſpricht. 

Man muß übrigens bemerken, daß die in einer Diffe- 
rentialgleichung und dem allgemeinen Integrale derſelben 
enthaltenen Curven, d. h. die Curven, welche den beſonderen 
Integralen jener Differentialgleichung angehören, nicht im— 
mer eine einhüllende Curve beſitzen;z oder daß es nicht im— 
mer vorkommt, daß dieſe Curven eine gewiſſe Linie von 
einer von der ihrigen verſchiedenen Beſchaffenheit berühren. 
In dieſem Falle gibt es auch keine beſondere Auflöſung. 
Man erkennt leicht, daß eine beſondere Auflöſung nicht exi— 


ſtirt, wenn die Gleichung 2 0 für die Conſtante a keinen 
Ausdruck durch © und liefert; oder genauer, wenn man 
nicht aus den Gleichungen F—= 0 und 17 0 durch Elimi⸗ 


nation von a eine Gleichung zwiſchen und ; erhält, 
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welche nicht ſchon in dem allgemeinen Integrale als beſon— 
derer Fall enthalten iſt. 

8.410. Es läßt ſich auch direct und ohne geometriſche 
Hülfsbetrachtungen nachweiſen, daß die Aufſuchung der be— 
ſonderen Auflöſung, d. h. einer Gleichung, welche, ohne die 
Conſtante à zu enthalten, der Differentialgleichung (2) Ge— 
nüge 5158 durch Elimination von a aus den Gleichungen 


(D und 110 zu Stande gebracht werden muß. Um näm⸗ 


lich die in Rede ſtehende Gleichung zu finden, kommt es 
allein darauf an, für a in der Gleichung (1) eine angemeffen 
beſtimmte Function von und an die Stelle zu ſetzen. 
Man nehme deßhalb an, dieſe Subftitution ſei ausgeführt, 
und betrachte demgemäß a wie eine Function von © und . 
Unter dieſer Vorausſetzung erhält man aus der Gleichung 
(1) durch e Differentiation die Gleichung 
dF d. d da 
45 4% dy Ani da de” 95 
Aber nach der ae Vorausſetzung ift die Gleichung 
(2) durch Elimination der Größe a, welche als conftant 
gedacht wurde, aus der Gleichung (1) und ihrer Differenz 
tialgleichung hervorgegangen, und dieſe Differentialgleichung 
war in dieſem — 
4 day 

2 5 0 dy de 
Soll alſo auch in dem Falle, wo.a veränderlich und eine 
Function von & und ; iſt, dasſelbe Reſultat erſcheinen, 
ſo reicht es hin, dieſe 1 a durch die Bedingung zu 


beſtimmen, daß das Glied 4, 4e verſchwinden ſoll; denn als— 


dann werden die beiden NN aus denen die Elimi— 
nation vorzunehmen iſt, in beiden Fällen dieſelbe ſein, und 
folglich auch dieſelbe Gleichung (2) als Reſultat ergeben. 
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Nun kann man das in Rede ſtehende Glied auf doppelte 
Weiſe zum Verſchwinden bringen; nämlich entweder wenn 


da 0 a 3 
man ſetzt N 0, wodurch man à gleich einer beliebigen 


Conſtante findet und mithin wieder zu dem Falle des allge— 
meinen Integrals zurückgeführt wird; oder wenn man ſetzt 


F i ' k 
4 0, und im Fall ſich hieraus für @ eine Function von 


à und y ergibt, fo wird deren Subſtitution in die Gleichung 
(1) oder F=0 zu einer primitiven Gleichung führen, welche, 
ohne eine willkürliche Conſtante zu enthalten, der Differenz 
tialgleichung Genüge leiſtet, und mithin die geſuchte beſon⸗ 
dere Auflöſung ſein wird. ; 

F. 411. Nach dem Vorhergehenden kann man immer 
die beſondere Auflöſung finden, ſobald man das allgemeine 
Integral kennt. Die beſondere Auflöſung kann aber auch 
aus der Differentialgleichung ſelbſt abgeleitet werden. 

Man betrachte nämlich eine von den Curven, welche in 
dem allgemeinen Integrale enthalten ſind, entſprechend einem 
beſtimmten Werthe à der Conſtante. Dieſe Curve wird zu— 
gleich geſchnitten und berührt durch die unendlich nahe lie— 
gende Curve, welche dem Werthe 4 da der Conſtante zu— 
gehört, und der beiden gemeinſchaftliche Punkt iſt zugleich 
ein Punkt der einhüllenden Linie, deren Gleichung die be— 
ſondere Auflöſung iſt. Aber die nämliche dem Werthe a 
der Conſtante entſprechende Curve wird nicht mehr berührt, 
ſondern bloß geſchnitten durch alle übrigen Curven, welche 
Werthen der Conſtante zugehören, die von @ um eine end— 
liche Größe verſchieden ſind. Daraus e daß die Gleichung 


f Ca 1,45 > 


wenn man fie für 9 2 auflöſt, im allgemeinen zwei oder meh— 
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rere verſchiedene Werthe für dieſes Differentialverhältniß 
liefern muß, ſobald man für = und vollkommen beliebige 
Werthe an die Stelle ſetzt. Wenn man aber für » und y 
ſolche Werthe annimmt, welche Punkten der einhüllenden 
Linie angehören, d. h. welche der beſonderen Auflöſung 
Genüge leiſten, die die Gleichung dieſer einhüllenden Linie 


iſt, ſo muß es wenigſtens zwei Werthe von 2 geben, welche 


einander gleich werden. Alſo muß die befondere Auflöſung 
der doppelten Forderung entſprechen: 1) der gegebenen 
Differentialgleichung 


F,, 7) 0 
(wo zur Abkürzung ſtatt 2 geſetzt worden iſt) Genüge 


zu leiſten, und 2) wenigſtens zwei unter den Werthen von 
9, die dieſer Gleichung Genüge leiſten, einander gleich zu 
machen. Nun wird die Exiſtenz zweier oder mehrerer glei— 
chen Werthe von , welche durch die vorſtehende Gleichung 
gegeben werden, ausgedrückt durch die Bedingung 

af . 
rd 
woraus folgt, daß die Elimination von 7 aus den beiden 
Gleichungen 


1 4 
F( , y, 7) O und 47 0 


die geſuchten beſonderen Auflöſungen, falls es deren gibt, 
liefern muß. 

§. 412. Man findet die beſondere Auflöſung auch auf 
folgende Weiſe. 

Man denke ſich die gegebene Differentialgleichung 
FC, , )) = 0 aufgelöſt in Bezug auf , und unter die 
Form gebracht 

„ Yo, 


http://rcin.org.pl 


60 XXXII. Abſchnitt. 


wo “ eine Function von * und y iſt. Da die Curven, 
welche durch die beſonderen Integrale dargeſtellt werden, im 
allgemeinen einander ſchneiden, und nur in ſolchen Punkten 
einander zugleich berühren und ſchneiden, welche der einhül— 
lenden Curve angehören, ſo muß die Function — , welche 
den Werth von darſtellt, im allgemeinen wenigſtens zwei 
verſchiedene Werthe für dieſe Größe geben; dagegen ſobald 
man für = und y ſolche Werthe ſetzt, welche der einhüllen— 
den Curve angehören, ſo werden zwei von den Werthen der 
Function — einander gleich werden. Nun kann man 
ſich — wie die vertikale Ordinate einer krummen Fläche 
denken, deren horizontale Abſeiſſen find v und ; und dieſe 
Fläche muß nach dem Vorigen eine ſolche Geſtalt haben, 
daß die vertikale Ordinate ſie im allgemeinen wenigſtens in 
zwei Punkten ſchneidet, und ſie nur dann in einem einzigen 
Punkte trifft, wenn die Abſeiſſen z und ; der beſonderen 
Auflöſung angehören. Daraus folgt, daß die in Rede ſte— 
hende Fläche (falls ſie keine Unterbrechung der Kontinuität 
erleidet) durch den vertikalen Cylinder berührt wird, deſſen 
Baſis die einhüllende Curve iſt, d. h. die Curve, welche die 
beſondere Auflöſung zu ihrer Gleichung hat; und hieraus 
läßt ſich leicht ſchließen, daß für ſolche Werthe von z und 
, die der beſonderen Auflöſung angehören, man zu gleicher 
Zeit haben muß 


ann ie 

j 00, dy = 00) 
folglich auch ° 

dy _ dy 

] 00, 4 — V. 


Dieſe Bedingungen liefern alſo die beſondere Auftsſung, 
falls dine ſolche exiſtirt. 

§. 413. Man kann überdies bemerken, daß man eh 
Differentiation der gegebenen Gleichung 
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fie, 9, 7 — 0 


d df d df d 
4 1 % 4 4% 4 0 


Da hier der Factor 47 des letzten Gliedes, nach F. 411, 


für alle Werthe von z und „, welche der beſonderen Auf— 
löſung angehören, den Werth Null beſitzt, ſo wird man 
ſchließen, daß der . 95 Differentialverhältniſſes der 


zweiten Ordnung 4 * — 155 welchen dieſe Gleichung gibt, 


unbeſtimmt 1 d. h. daß die Gleichung für jeden Werth, 
den man für das in Rede ſtehende Differentialverhältniß 
ſetzen mag, Gültigkeit behalten muß. Ebenſo wird es ſich 
ſodann mit den Differentialverhältniſſen aller höheren Ord— 
nungen verhalten. Dieſer Umſtand hat darin ſeinen Grund, 
daß jeder Punkt der einhüllenden Curve zu drei verſchiedenen 
Curven gehört, die mit einander eine Berührung der erſten 
Ordnung eingehen, oder für welche das Differentialverhält— 


erhält 


niß der erſten Ordnung 4. einen gemeinſchaftlichen Werth 


beſitzt; nämlich den beiden Curven, welche durch die beſon— 
deren Integrale gegeben werden, die den Werthen a und 
a-- da der willkürlichen Conſtante entſprechen, und der ein— 
hüllenden Curve ſelbſt, die gleichfalls in der Differential— 
gleichung enthalten iſt. Aber die Werthe der Differential— 
verhältniſſe der höheren Ordnungen ſind im allgemeinen für 
dieſe verſchiedenen Curven verſchieden; und da die Gleichun— 
gen, von denen dieſe Differentialverhältniſſe abhängen, nur 
einen einzigen Werth liefern können, ſo löſt die Rechnung 
dieſen Widerſpruch dadurch, daß ſie dieſen Werth unbeſtimmt 
werden läßt. Wenn man alſo * der gegebenen Differenz 


day 
algen den Ausdruck für 2 entwickelt, und 
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Zähler und Nenner desſelben einzeln gleich Null ſetzt, fo 
erhält man zwei Gleichungen, welche zugleich mit der gege— 
benen Gleichung für diejenigen Werthe von = und y be— 
ſtehen müſſen, die der beſonderen Auflöſung angehören. 
Eliminirt man 7 zwiſchen jeder dieſer beiden Gleichungen 
und der gegebenen, ſo wird, wenn die Reſultate dieſer Eli— 
minationen einen gemeinſchaftlichen Factor beſitzen, dieſer 
Factor die geſuchte beſondere Auflöſung fein. Wenn da— 
gegen dieſe Reſultate nicht mit einander beſtehen können, 
ſo wird man daraus ſchließen, daß es keine beſondere Auf— 
löſung gibt. 


§. 414. Wenn man das Vorhergehende auf die Diffe— 

rentialgleichung 

7 22 y+b=0 
anwendet, welche im §. 380 betrachtet wurde und deren 
allgemeines Integral iſt 

— a — O, 
wo ua die willkürliche Conſtante bedeutet, fo findet man als 
beſondere Auflöſung das Syſtem der Werthe 0 und 
y=b, welche dem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunkte 
aller geraden Linien angehören, die durch das allgemeine 
Integral dargeſtellt werden. 


§. 415. Wenn man dagegen ebenſo die Gleichung 

dy 

da» 

behandelt, welche im §. 381 betrachtet wurde und deren 
allgemeines Integral iſt 

/ — ar — a? +b=l(, 

wo.5 die willkürliche Conſtante bedeutet, fo findet man kein 

Reſultat. Es kann hier nämlich keine beſondere Auflöſung 

geben, weil die Curven, welche durch dieſe Gleichungen dar— 


— 4 — 2 Q 0 
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geſtellt werden, keine einhüllende Curve beſitzen. Ebenſo 
verhält es ſich mit der Gleichung des §. 382. 
8. 416. Man betrachte die Gleichung 
J A ax ＋ h, 
welche einer geraden Linie angehört, deren Lage durch die 
Werthe der Conſtanten à und d beſtimmt iſt. Der Abſtand 
dieſer Linie vom Anfangspunkte der Coordinaten hat den 


b 
Ausdruck Vart 
Gleichung und der Gleichung 
b 


Eliminirt man alſo ö aus der vorigen 


T, 


e 
wo r eine Conſtante bedeutet, fo wird die entſtehende Glei— 
chung . 
y=ar+rVar I 
einer geraden Linie angehören, welche einen Kreis vom 
Halbmeſſer », deſſen Mittelpunkt im Anfangspunkte der 
Coordinaten liegt, berührt und mit der Achſe der einen 
Winkel einſchließt, deſſen trigonometriſche Tangente gleich 
a iſt. 

Differentiirt man dieſe Gleichung, und eliminirt mit 
Hülfe der Differentialgleichung die Conſtante a, ſo erhält 


man, wenn man 7 ſtatt a ſchreibt, 


Y = TUI. 
Aus der Entſtehung dieſer Gleichung wird man fodann 
ſchließen, daß das allgemeine Integral derſelben die primi⸗ 
tive Gleichung iſt 

y=atrVae-+1, 
in welcher a die willkürliche Conſtante bedeutet, und welche 
gleich wie die Differentialgleichung dem Syſteme aller gera— 
den Linien angehört, die einen Abſtand r vom Anfangs- 
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punkte der Coordinaten beſitzen; ſo wie ferner, daß ſie als 
beſondere Auflöſung die Gleichung hat 
x? — 7 en 
welche den Kreis darſtellt, der durch alle dieſe geraden Linien 
berührt wird und der geometriſche Ort ihrer unendlich nahe 
auf einander folgenden Durchſchnittspunkte iſt. 
Wenn man nun aber die Differentialgleichung 
Y a EVN 

als gegeben anſehen und nach den vorhin entwickelten Me— 
thoden behandeln will, ſo wird man zunächſt bemerken, daß 
ſie unter den Fall des §. 407 fällt. Man findet alſo un— 
mittelbar nach dieſem Paragraphen 7 r r Va +1 
als allgemeines Integral, in welchem a die willkürliche 


Conſtante iſt. Ferner wird der Factor = + 40 hier 


ry * 0 1 
9 iT Setzt man denſelben gleich Null, ſo erhält 


man = — . und dieſer Werth, in die gegebene 
Via 
Differentialgleichung ſubſtituirt, gibt y„=V r?—a?, welches 
die beſondere Auflöſung iſt. 
Will man nach $. 409 die beſondere Auflöſung aus 

dem allgemeinen Integrale 

y=a+rVae+tı 
herleiten, fo hat man a zu eliminiren aus diefer Gleichung 
und ihrer derivirten in Bezug auf a, nämlich 

ra 

Er Wat 
Das Reſultat dieſer Elimination ift aber augenscheinlich 
wieder das obige. 


Will man die beſondere Auflöſung aus der gegebenen 
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Differentialgleichung herleiten, ſo hat man nach §. 411 y 
zu eliminiren aus den beiden Gleichungen 
ur ry Lö 
* A LV und 127i —0, 
wodurch ſich wieder dasſelbe Reſultat ergiebt. 
Nach §. 413 hat man die gegebene Gleichung 

y—-ay r UNIT AO 
zu differentiiren, um daraus den Werth von oder 2 
herzuleiten; dies gibt 

PR ryy 
— 0. 
4 4 77 ＋l 

Die Gleichung liefert in dem hier vorliegenden Falle kei— 
nen allgemeinen Ausdruck von;“ durch , y und ', wel⸗ 
ches darin feinen Grund hat, daß der Werth von y” für 
die beſonderen Integrale, welche gerade Linien darſtellen, 
ſtets Null iſt. Aber die Gleichung läßt ſich in die beiden 
Factoren zerlegen 


N 9 DEN 
Yy —=0 und * Ff 0, 
und da die in Rede ſtehende Methode fordert, daß der Werth 
von 3 vollkommen unbeſtimmt bleiben muß, fo wird man 
ſchließen, daß die 15 dieſer beiden Gleichungen dem allge— 
meinen Integrale, die zweite dagegen der beſonderen Auf— 
löſung angehört. 1 
Endlich wenn man nach F. 412 die gegebene Differen- 
tialgleichung in Bezug auf 7 auflöft, um fie auf die Form 


＋＋ o zu bringen, fo findet man . 
+ Tr LEE 
C 


Man ſieht, daß dieſe Gleichung im allgemeinen 2 zwei 
Navier, Diff.- und Integralr. II. Band. 
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verſchiedene Werthe gibt, entſprechend denjenigen beiden Tan— 
genten des Kreiſes, welche ſich in dem Punkte durchſchneiden, 
den die willkürlich angenommenen Werthe von z und y feſt— 
ſtellen. Aber die Werthe von “ werden einander gleich, 
wenn die Wurzelgröße in der vorſtehenden Gleichung Null 
Wait d. h. wenn z und der Gleichung genügen 

x: —— 972 — 1122 
und mithin iſt dies die beſondere Auflöſung. Die Bedingung 
welche die beiden Werthe von 7 einander gleich macht, er- 
gab ſich hier unmittelbar; indeſſen würde ſich auch leicht nach— 
weiſen laſſen, 101 di ſelbe Bedingung aus den Gleichungen 
2 2 O und 4 co hervorgeht. 
§. 417. Die hier betrachtete Differentialgleichung ift 
ein beſonderer Fall der Gleichung des §. 407. 

y=ay-+N, 

in welcher N eine beliebige Function von y bedeutet. Aus 
dem Vorigen iſt klar, daß das allgemeine Integral diefer 
Gleichung einem Syſteme von geraden Linien angehört, 
deren Gleichungen man aus der gegebenen Gleichung erhält, 
wenn man darin für 7 eine willkürliche Conſtante an die 
Stelle ſetzt. Ferner werden alle dieſe geraden Linien dieje— 
nige Curve berühren, deren Gleichung man erhält, wenn 
man y aus den beiden Gleichungen eliminirt 


y=ay +N und x + 
8. 418. Hinſichtlich der allgemeinen Gleichung des 
§. 406 
N M + N, 
in welcher Mund N Functionen von allein find, ift das 


allgemeine Integral bereits in dem angezeigten Paragraphen 
angegeben. Die beſondere Auflöſung, d. h. die Gleichung 
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derjenigen Curve, welche von allen Curven berührt wird, die 
den beſonderen Integralen entſprechen, erhält man durch 


Elimination von aus den Gleichungen * 
0 i dM * 
7 
y=Mc+-N wm e ON 


dM 
von ben die letztere einerlei iſt mit n 00: 


8. 419. Es liegt zuweilen die Aufgabe vor, ein Sy- 
ſtem von Curven einer gegebenen Art fo zu legen, daß die— 
ſelben ſämmtlich Tangenten an einer anderen gleichfalls ge— 
gebenen Curve werden. Dieſe Aufgabe kommt darauf hin— 
aus, eine primitive Gleichung, deren allgemeine Form gege— 
ben iſt, ſo zu beſtimmen, daß ihrer derivirten Gleichung eine 
gegebene Gleichung als beſondere Auflöſung zugehört. Es 
ſei allgemein 

F (æ, y, a, ö, ꝛc.) = 0 
eine Gleichung, in welcher a, ö, zc. Conſtanten find. Man 
fordert, daß das Syſtem der Curven, welche in dieſer Glei— 
chung enthalten ſein können, indem man die Conſtanten ſich 
ändern läßt, eine andere durch die Gleichung 
h (, ) = 0 

dargeſtellte Curve berühre, oder was dasſelbe ſagt, zu ihrer 
einhüllenden Curve habe. 

Durch Differentiation der beiden gegebenen Gleichungen 


findet man 


dF 45 dd d / 
S U 5 0, = 2 dyde 93 


und wenn man Maus dieſen beiden Gleichungen eliminirt, 


dx 
fo wird die entſtehende Gleichung, nämlich 
4%, 4 9 
de dy d, d 
5 * 
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die Bedingung ausdrücken, daß die durch die gegebenen Glei— 
chungen dargeſtellten Curven eine Berührung der erſten Ord— 
nung mit einander eingehen. Eliminirt man alſo = und y 
aus den drei Gleichungen 
H, y, a, b, ꝛc.) = O, &, * * 4 7 Ki 40 2 0, 
ſo wird das Reſultat, welches nur noch die Conſtanten a, 
b, ꝛc. enthält, diejenige Beziehung ausſprechen, welche zwi 
ſchen a und den übrigen Conſtanten ſtattfinden muß, damit 
die in Rede ſtehende Bedingung erfüllt werde. Löſt man 
mithin dieſe letzte Gleichung für eine der Conſtanten auf, 
z. B. für 6, und ſetzt den gefundenen Werth in die gegebene 
Gleichung 
H, y, a, b, ꝛc.) O, 
ſo wird das Ergebniß dieſer Elimination die verlangte Ei— 
genſchaft haben. 
§. 420. Es ſei z. B. die Gleichung gegeben 
YP+ar+b=0, 
weiche einer Parabel angehört, deren Achſe mit der Achſe 
der & zuſammenfällt; fo wie die Gleichung 
typen, 
welche einen Kreis vom Halbmeffer r darſtellt, deſſen Mittel= 
punkt im Anfangspunkte der Coordinaten liegt. Es wird 
gefordert, die durch die erſte Gleichung dargeſtellten Parabeln 
ſo zu beſtimmen, daß ſie fämmtlich Tangenten an diefem 
Kreiſe werden. 
Die Differentiation der vorſtehenden Gleichungen gibt 
2% Ha—=0, 22 + 2% O, 
woraus durch Elimination von 1 folgt 
7 22 — 4 0. 


Eliminirt man nun * und y aus den drei Gleichungen 
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* 
Y ＋ = , Y- =, 2 — 4 0, 
ſo erhält man die Relation 


Wird dieſer Werth in die Gleichung y?+ ar + 5 = 0 fub- 
ſtituirt, fo verwandelt ſich dieſelbe in 


2 
„ ar - o, 


welche Gleichung die verlangte Eigenſchaft hat. 

Die Richtigkeit dieſes Reſultats läßt ſich auch leicht 
wieder nach den früheren Regeln erkennen. Wenn man näm— 
lich auf die gefundene Gleichung die Vorſchrift des §. 409 
anwendet, um die beſondere Auflöſung derjenigen derivirten 
Gleichung zu erhalten, deren allgemeines Integral ſie iſt, 
ſo hat man aus den beiden Gleichungen 

1 ar 0, und 2 —a=0 

die willkürliche Conſtante à zu eliminiren, wodurch man 
als beſondere Auflöſung findet 

J E H . 

Die derivirte Gleichung von 

7 ＋ ar — ＋ — 12 0 
erhält man übrigens durch Differentiation in Bezug auf 2, 
welches gibt 

2% A O, 


und durch Elimination der Conſtante a aus dieſen beiden 
Gleichungen. Die derivirte Gleichung wird ſodann 


* -% - ů ]] — = 
und auf dieſe kann man wieder die Regeln der §§. 411 a. 
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8 f 
anwenden. Wenn man fie z. B. in Bezug auf 5 auflöft, 
ſo kommt N 


3 


Die Gleichung, welche die Gleichbeit zweier Werthe von y 
ausdrückt, d. h. die beſondere Auflöſung, wird alſo 
Y r?—(. 
§. 421. Man betrachte noch die Gleichung 


Y e lang d a, 

welche die Bahn eines geworfenen Körpers im leeren Raume 
ausdrückt. Wenn man den Winkel d oder die Elevation 
des Wurfes ſich ändern läßt, ſo erhält man verſchiedene 
Curven; die einhüllende Linie aller dieſer Curven findet 
man nach $. 409, indem man die vorſtehende Gleichung in 
Bezug auf a differentüirt, welches gibt 


0=1- lang a, 


und ſodann zwiſchen beiden Gleichungen a eliminirt. Die 
hervorgehende Gleichung wird 


v2 
x? =2 ( — 29%. 


Die Curve, welche alle Wurfbahnen berührt, iſt alſo eine 
Parabel, deren Achſe vertikal und deren Scheitel in der Höhe 


5 über dem Anfangspunkte liegt. 
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XXXIII. Differentialgleichungen zwiſchen zwei Veränderlichen 
von der zweiten und von höherer Ordnung. 


§. 422. Eine Differentialgleichung der zweiten Ord— 
nung hat —— die Form 2 


‚dy 
, , 47, 20 0, 

wo 2 die 1 Veränderliche ift, und y eine andere 
Veränderliche, deren Werth von dem Werthe von 4 vermit- 
telſt derjenigen Beziehung abhängt, die in dieſer Gleichung 
ausgeſprochen liegt. 

Von der Bedeutung einer ſolchen Gleichung kann man 
ſich auf ähnliche Weiſe einen Begriff machen, wie es im 
$. 376 geſchehen iſt. Man betrachte & wie die Abſeiſſe und 
y wie die Ordinate einer ebenen Curve. Will man die Curve, 
der die vorſtehende Gleichung angehört, eee denke 


man ſich dieſe aufgelöſt in Bezug auf 25 wo man einen 


Ausdruck durch , , und 42 finden wird. Man ſtelle ſo— 


dann willkürlich zwei Werthe für z und y feſt, d. h. einen 
beliebigen Punkt, durch welchen man die Curve hindurch 
führen will. Man nehme ferner willkürlich einen Werth 


für Dan, d.h. für die Neigung, welche die Curve in dieſem Punkte 

beſitzen ſoll. Die gegebene Gleichung liefert alsdann einen be— 
d 0 = : 3 

ſtimmten Werth für — a mit deſſen Hülfe die Conſtruction 


der Curve wird vorgenommen werden können. Denn läßt 
man 2 ſich um die ſehr kleine Größe Ar ändern, fo erhält 
man ſehr nahe folgende Werthe der Coordinaten: 
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2 10 


Abſceiſſen. Zugehörige Ordinaten. 9 
* Y 

* 45 

4 ＋ Ar * 4 


N d dy |, d 
4 LEA LA r (L) ar. 
Man kann alſo die Curve mit einer deſto größeren Genauig— 
keit conſtruiren, je kleiner die Aenderungen Ar angenommen 
werden. 

Hieraus wird man ſchließen, daß die gegebene Differen— 
tialgleichung eine Eigenſchaft ausdrückt, die einer unendlich 
großen Zahl von Curven gemeinſchaftlich iſt, welche man ſich 
in einer Ebene gezeichnet denken kann. Sie beſtimmt die 
Geſtalt diefer Curven, ſobald man einen Punkt, durch welchen 
dieſelben geführt werden ſollen, und die Richtung der Tan— 
gente in dieſem Punkte als gegeben anſieht. Dieſe Gleichung 
hat alſo eine umfaſſendere Bedeutung als die Gleichung der 
erſten Ordnung; es reicht hier zur Beſtimmung der Curve 
nicht hin, daß einer von ihren Punkten gegeben ſei, ſondern 
es bedarf dazu noch der Angabe der Richtung der Tangente 
in dieſem Punkte. Mit anderen Worten, die Wahl irgend 
einer von den Curven, welche durch die gegebene Gleichung 
dargeſtellt werden können, hängt von zwei willkürlichen Con— 


ſtanten ab, von denen die eine und die andere 2 beſtimmt, 
wenn gegeben iſt. 


§. 423. Das allgemeine Integral einer Differential- 
gleichung der zweiten Ordnung muß nach dem Geſagten, 
wenn es dieſelbe Allgemeinheit wie dieſe Differentialgleichung 
beſitzen ſoll, zwei willkürliche Conſtanten enthalten. Außer- 
dem aber muß es der gegebenen Differentialgleichung Genüge 
leiſten. Dieſe Bedingungen ſind hinreichend, damit beide, 
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das Integral und ſein Differential, das nämliche Syſtem 
von Curven darſtellen. 

§. 424. Es ſei allgemein 

Fe, y, a, b) = 0 

eine primitive Gleichung, in welcher a und ö zwei Conſtanten 
find, und y wie eine Function von z angeſehen wird. Zu 
ihrer derivirten Gleichung der zweiten Ordnung kann man auf 
mehrere verſchiedene Arten gelangen: 1) Man differentürt 
zweimal nach einander in Bezug auf 4, und eliminirt dar— 
auf zwiſchen der Gleichung und ihren beiden Differentialen 
die Conſtanten a und 5.) 2) Man differentürt einmal, 
und eliminirt ſowohl a als 5 zwiſchen der primitiven Glei- 
chung und ihrer Differentialgleichung der erſten Ordnung, 
wodurch man zwei verſchiedene Differentialgleichungen der 
erſten Ordnung bekommt, von denen jede nur noch eine der 
beiden Conſtanten enthält. Differentiirt man darauf jede 
dieſer beiden Gleichungen, und eliminirt die Conſtante, welche 
ſie enthält, mit Hülfe des gefundenen Differentials, ſo ge— 
langt man aus beiden zu der nämlichen Differentialgleichung 
der zweiten Ordnung, die zugleich mit derjenigen überein— 
ſtimmen muß, welche man nach der erſten Methode findet. 

Dieſe Uebereinſtimmung liegt in der Natur der Sache be— 
gründet. Die primitive Gleichung F,, , 50) 0 muß ange- 
ſehen werden wie die Darſtellung eines doppelten Syſtems von 
Curven; nämlich der Curven, welche aus der Veränderlichkeit 
von a entſtehen, während 5 conſtant bleibt, und der Curven, 
welche aus der Veränderlichkeit von 5 hervorgehen, während 
a conftant bleibt. Jede der derivirten Gleichungen der erſten 
Ordnung, in welcher eine der Conſtanten verſchwunden iſt, 
entſpricht einem dieſer beiden Syſteme insbeſondere. Die 


) Soweit dieſe Conſtanten durch die Differentiation ſelbſt ſchon wegfallen, 
wird, wie man leicht ſieht, die Elimination derſelben überflüſſig. 
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Differentialgleichung der zweiten Ordnung alſo, welche keine 
der beiden Conſtanten mehr enthält, gehört beiden Syſtemen 
von Curven gleichmäßig an, und ſpricht eine Eigenſchaft 
aus, die ihnen gemeinſchaftlich iſt. 


F. 425. Man betrachte z. B. die primitive Gleichung 

7% ＋ a ＋ S = O, (1) 

welche einer Parabel angehört, die durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten geht und deren Achſe parallel mit der Achſe 
der vu iſt. Läßt man a ſich ändern, während 5 conſtant 
bleibt, ſo ändert man nur die Lage der Achſe der Parabel; 
läßt man 5 ſich ändern, während a conſtant bleibt, fo än— 
dert man nur den Fe . man nun zur Ab— 


kürzung y und y" ſtatt , und Ari, ſo hat man zunächſt 


die Differentialgleichung der erſten Ordnung 
s 2% ＋ 4% U =, (2) 
und eliminirt man aus dieſer Gleichung und der primitiven 
Gleichung ſowohl u als “, fo erhält man die beiden Glei— 
chungen der erſten Ordnung 
7% ＋ „ % - % = 0 3) 
J — 22 FHay—ay)=0, 4) 
welche reſp. den obigen beiden Syſtemen von Parabeln ans 
gehören. Die Differentiation der Gleichung (3) gibt 
% e — bay" 0, 
und durch Elimination von db aus dieſer Gleichung und der 
Gleichung (3) gelangt man zu der Gleichung der zweiten 
Ordnung 
5% + 2% — 2% = 0. (5) 
Durch Differentiation der Gleichung (4) erhält man 
2% ＋ 2% % = 0, 
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und die Elimination von à aus dieſer Gleichung und der 
Gleichung (4) führt wieder zu der Gleichung (5). 

Nach der erſten Methode des vorigen Paragraphen 
würde man aus der primitiven Gleichung und ihren beiden 
auf einander folgenden Differentialen, nämlich 

7% + ay + b = 0 

27% % 0 

2% ＋ 2% ty = 0, 
durch gleichzeitige Elimination von a und “ gleichfalls wie— 
der zu der nämlichen Gleichung der zweiten Ordnung (5) 
gelangen. 

Dieſe Gleichung (5), in welcher die beiden Conſtanten 
a und b verſchwunden find, drückt eine Relation aus, welche 
für jede der paraboliſchen Curven ſtattfindet, die in der Glei- 
chung (1) enthalten find, wenn man darin dieſen Conſtanten 
alle möglichen Werthe beilegt. Die Gleichungen (3) und 
(4), von denen jede nur eine willkürliche Conſtante ent- 
hält, find die beiden Integrale der erften Ordnung, oder die 
erſten Integrale der Gleichung (5). Die Gleichung (1), 
welche zwei willkürliche Conſtanten enthält, iſt das zweite 
Integral der nämlichen Gleichung. Eliminirt man / aus 
den beiden Gleichungen (3) und (4), ſo erhält man wieder 
die Gleichung (1). 

§. 426. Allgemein, wenn man auf irgend eine Weiſe 
zwei Differentialgleichungen der erſten Ordnung gefunden 
hat, welche einer gegebenen Differentialgleichung der zweiten 
Ordnung Genüge leiſten, und von denen jede eine Conſtante 
enthält, die nicht in dieſer letzten Gleichung vorkommt, ſo 


3 ‚ d 4 
erhält man durch Elimination von y oder u aus den bei= 


den in Rede ſtehenden Gleichungen eine primitive Gleichung, 
welche zwei willkürliche Conſtanten enthält, und welche 
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nothwendig der gegebenen Gleichung Genüge leiſtet, mithin 
das allgemeine Integral derſelben darſtellt. a 

§. 427. Die vorſtehenden Betrachtungen laſſen ſich ſo— 
fort auf Differentialgleichungen von jeder beliebigen Ordnung 
übertragen. Eine Differentialgleichung von der Ordnung n 
hat immer u Integrale von der unmittelbar niedrigern Ord— 
nung, von denen jede eine andere willkürliche Conſtante ent— 
hält. Alle dieſe Conſtanten müſſen ſich in dem allgemeinen 
Integrale wiederfinden, ſobald man will, daß letzteres dieſelbe 
Allgemeinheit beſitze wie die gegebene Differentialgleichung. 
Denn umgekehrt, eine primitive Gleichung und ihre auf 
einander folgenden Differentiale bis zur Ordnung n geben 
u I Gleichungen, aus den n willkürliche Conſtanten eli— 
minirt werden können. Kennte man jene n erften Integrale 
der gegebenen Gleichung, ſo könnte man daraus das allge— 
meine nte Integral oder die primitive Gleichung herleiten, 
indem man aus den n Integralen die n— 1 Differential- 
verhältniſſe 7, ), „ . . . 0, eliminirte. 

Das Geſagte wird noch klarer werden durch Betrach— 
tung der Maclaurin'ſchen Reihe 

2 
yantsch e, 
welche die Entwickelung der Function y in eine nach ganzen 
Potenzen der Veränderlichen & geordnete Reihe liefert, aus— 
gedrückt durch ſolche Werthe dieſer Function und ihre Diffe- 
rentialverhältniſſe, welche dem Werthe = 0 entſprechen. 
Es ſei eine Differentialgleichung der Ordnung n gegeben 
d 2 3 * 
C A e 
von welcher hier die Function y als abhängig gedacht wird. 
4¹ 

dar 


Man kann aus dieſer Gleichung den Ausdruck von 
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. 1 * 
durch a. , — abs 2 par nn herleiten, und folg— 
lich auch die Ausdrücke der Differentiafverhittniffe aller hö⸗ 
heren Ordnungen. Mithin werden auch die Werthe von 
4 90 d % d au _Yo 
dar gn ' dont’ 

Ayo 4 4³—2 1. 

Werthe von yo, 4 r dr e 22. Subſtituirt man 
alſo jene Werthe in den obigen allgemeinen Ausdruck von 
y, fo erhält man eine Relation zwiſchen 2 und , welche 
die Entwickelung des allgemeinen Integrals der gegebenen 
Differentialgleichung in eine unendliche Reihe darſtellt, und 
in welcher die zuletzt genannten Größen, deren Anzahl n ift, 
vollkommen willkürlich bleiben. 

S. 248. Man bemerke ferner, daß die Taylor' ſche 
Reihe liefert, wenn am in ihr = 2. febt, 

42 d 7 92 
1 2 5 nt 

und daß man ebenfo durch Anwendung derfelben auf bie 


2 
Functionen , 4 4 . erhält 


d“ ae 
44% 22 % 45 d0% 
1 4 2 % — 4 4 E. 150 


2. bekannt 2 als Functionen der 


%, ds d hi Bm 73 de 
drs dri ri 
2c. 


Wenn nun die gegebene Differentialgleichung von der Ord⸗ 
nung  ift, fo liefert fie - und folglich auch alle Diffe⸗ 


rentialverhältniſſe von höheren Ordnungen ausgedrückt durch 
dy d: an—1 
V, 9, dr 7155 * 8 


1 Subftituirt man dieſe Aus— 
dr 
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drücke in die n erſten der vorſtehenden Gleichungen, ſo er— 
hält man, in Uebereinſtimmung mit dem oben Geſagten, n 
Differentialgleichungen von der Ordnung n — 1, von denen 


} Ä ; d d? ar 
jede eine von den Größen Yo, 25 472 1 5 als 


willkürliche Conſtante enthalten wird. 


Integration der einfachſten Differentialgleichungen von der zweiten und 
von höherer Ordnung. 


§. 429. Die Integration kann nur in einer kleinen 
Anzahl beſonderer Fälle ausgeführt werden. 
Es ſei zuerſt die Gleichung gegeben 
ay _ 
rt 
wo X eine Function von allein bezeichnet. Multiplititt 
man auf beiden Seiten mit dem conftanten Factor de, und 
integrirt, ſo kommt 


d d 5 
d. Ada, a ZA H Jas: 


Multiplicirt man dieſe Gleichung wieder mit de und inte— 
grirt abermals, ſo hat man 

dy = Ade + da Ad, Y B ＋ Ar Ide Adæ. 
Die letzte Gleichung en geſuchte Integral, und darin 
find A und B die beiden willkürlichen Conſtanten. 

Wenn man an dem Ausdrucke [de Ade die Inte- 
gration durch Theile ausführt, ſo kann man ſtatt des ge— 
fundenen Ausdrucks für 7 auch ſchreiben 

y=B-+ Ar + x [Xdr Ardr. 

Es ſei ferner die Gleichung gegeben 


4 
en 


- 
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ſo findet man auf dieſelbe Weiſe 
= A Be E Ar dr [de Ad 
oder wenn man wieder auf das letzte Integral die Inte— 
gration durch Theile anwendet 
y—=C+Br-+14Ar?+422 [Xde —x [Xrde + 4 [Xr?de, 
wo A, B, C die willkürlichen Conſtanten find. Ebenſo kann 
man fortfahren, und es iſt leicht das allgemeine Geſetz 
dieſer Ausdrücke zu erkennen. 
F. 430. Es ſei die Gleichung gegeben 
4 
da? 
in welcher P eine Function des Differentialverhältniſſes 


=P, 


2 allein bezeichnet, welches zur Abkürzung mit 7 bezeichnet 
1 1 mag. Dieſe Steihupa läßt ſich ſchreiben 


und man erhält daraus zunächſt 
Ay BR, 47 
4 , . 
Ferner hat man 


ne ig, „. . 


Eliminirt man nun 7 aus dieſen beiden ee 
nachdem man die angezeigten Integrationen ausgeführt 
hat, fo erhält man eine Gleichung zwiſchen 2 und , welche 
das geſuchte Integral iſt und in welcher A und B die 
willkürlichen Conſtanten ſind. 8 

Man kann bemerken, daß wenn die Function P der 
vorſtehenden Gleichung auch * neben 7 enthielte, die Auf— 
löſung ſich auf die Integration der Gleichung Par — dy 
— 0 zwiſchen den beiden Veränderlichen z und „ reduciren 
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würde; und wenn die Function P noch y neben enthielte, 
fo würde man die Gleichung Puy - 7 d/ = 0 zwiſchen den 
beiden Veränderlichen y und y zu integriren haben. 

§. 431. Wenn die Gleichung der dritten Ordnung 
gegeben iſt 


4 

ms 5 O, 
wo O eine Function des Differentialverhältniſſes der zweiten 
Ordnung 45 oder ) allein bezeichnet, ſo kann man auf 
ähnliche Weiſe ſchreiben 

4*＋ . 

de =. 05 


woraus 
De 7. 
0% — 05 = 4. 0 
Ferner hat man 
N Te LI 
4% Y d = TR 7 = B+ r 
und daraus * f 
N V. UVA 
47 eur +" 0 e f# 0 
Die Elimination ch 7 aus dieſer Gleichung und der 
Gleichung & = 4 gibt ſodann das geſuchte Inte- 
gral, in 1 Bo 65 die drei willkürlichen Conſtanten 
ſind. u 
Ebenſo kann man mit den Gleichungen von höheren 
Ordnungen verfahren, welche einen ähnlichen Bau haben. 
§. 432. Es ſei die Gleichung der zweiten Ordnung 
gegeben 
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in welcher Feine Function von y allein bedeutet. Multi- 
plicirt man auf beiden Seiten mit dy, fo kommt 


dy dy Yu _ 
a Lady, oder 4 4. 25 = 10, 


woraus durch Integration 


e 
( —A+ 2 / Yay. 
Mithin wird 


WER» = SF 
a rd 
das gefuchte Integral, in welchem A und B die beiden 
willkürlichen Conſtanten find. 
§. 433. Wenn die gegebene Gleichung iſt 


e 
wo P eine Function von 2 oder allein bezeichnet, fo 
kann man ſtatt dieſer Gleichung auch ſchreiben 


Na 
und daraus erhält man wie her 1 5 


UA UN A 
Aber man hat ferner 
u eee 1 Ydy 
e eee, e ee 
Eliminirt man y aus dieſen beiden Gleichungen, ſo findet 
man das geſuchte Integral, welches die drei willkürlichen 
Conſtanten A, B, C enthält. . 
§. 434. Dieſes Verfahren läßt ſich leicht auf alle 
Gleichungen von höherer Ordnung ausdehnen, in denen das 
Differentialverhältniß bloß als Function a2 Diffe⸗ 
Navier, Diff⸗ und Integrale. II. Band. 
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rentialverhältniſſes gegeben wird, deſſen Ordnung um zwei 


Einheiten niedriger iſt. Es ſei gegeben 
2 0 


wo O eine Function von 2 


Gleichung läßt ſich 11 


42% 
dq 05 


oder allein bedeutet. Dieſe 


woraus man erhält 


40% * d 
et 2 B+ [. e 


Ve AY 
Ferner hat man 
dy = AM d = — N. 

* V 27 70% N IA 

und daraus 
4% i Ch ,, Y ‚ DD 
VA YA Od 
1 De e  ( IE_ 


VA NO I D 

Die Elimination von ;“ aus den beiden en Glei⸗ 
chungen gibt das geſuchte Integral. Man kann bemerken, 
daß ſelbſt in dem Falle, wo etwa dieſe Elimination nicht 
ausführbar iſt, die beiden Gleichungen dennoch je zwei zu— 
ſammengehörige Werthe für = und y geben, wenn man 
willkürlich Werthe für y’ annimmt, 

§. 435. Es ſei noch als ein einfaches Beiſpiel die 
Gleichung gegeben 


wos ka eine poſitive Conſtante bezeichnet. Das Integral 
wird nach §. 432 
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1 
1 2 a, % fh, 


woraus man leicht findet (indem man die willkürlichen 
Conſtanten ändert) 
= Ae Bel. 
Wenn dagegen gegeben iſt 


275 9 
fo fommt 
dy 1 
—=B — —B I * 
* — 7 le are sin 7⁴ 


woraus man erhält 
N b e Fur) 
k * 


oder auch (indem man die willkürlichen Conſtanten ändert) 
A sin ko +B cos ke. 

Dieſe beiden Integrale können übrigens auch aus einander 

hergeleitet werden, wobei man auf die Beziehungen unter 

den Exponentialfunctionen und den trigonometriſchen Func— 

tionen (XII. Abſchnitt) Rückſicht zu nehmen hat.“) 


) Nach dem obigen Beiſpiele läßt ſich auch noch die folgende Glei- 
chung, welche z enthält, integriren 


dir 


Denn wenn man mau 4 — 5 2 ſchreiti „ fo hat man 
e 
und durch zweimaliges Differentiiren 
4 *. 7 
4 AR 
6 * 
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Von den integrirenden Factoren einer Differentialgleichung von 
beliebiger Ordnung. r 


8. 436. Eine Differentialgleichung von beliebiger Ord— 
nung ei man ſich immer auf die Form gebracht denken 


4% r 
1570 . / ( „V, ed. 


Denn wie auch die Gleichung von der Ordnung * — 1 be= 
ſchaffen ſein mag, deren dirivirte Gleichung hier vorliegt, 
ſo kann man in derſelben immer die Conſtante, welche man 
will verſchwinden laſſen, auf eine Seite allein ſetzen, und 
folglich unmittelbar durch Differentiation eine Gleichung von 
der Ordnung n erhalten, in welcher das Differentialverhält— 
niß der höchſten Ordnung nur in der erſten Potenz vorkommt. 
Sobald aber die Gleichung die vorſtehende Form beſitzt, ſo 
läßt ſich nachweiſen, daß es immer eine unendliche Menge 
von Factoren von ſolcher Beſchaffenheit geben müſſe, daß 
die linke Seite dieſer Gleichung durch Multiplication mit 
einem dieſer Factoren in ein Tag Differential der Ver 
„ a 

dy d: ni 
Es ſei z. B. die Gleichung der zweiten Ordnung gegeben 

„ ＋ ,, En o, 


wo zur Abkürzung / und “ ftatt 4. 75 und 4 Zu geſetzt wor⸗ 


änderlichen , y, verwandelt wird. 


den find; und man bezeichne mit 
F(z, 7, 75 a) — 0 


welche Gleichung wie oben zu integriren iſt. Der daraus hervorge⸗ 
hende Ausdruck für 3“ liefert ſodann, in die gegebene Gleichung 
geſetzt, unmittelbar den geſuchten Ausdruck für 7. 

Wenn aber ſtatt der lineären Function 5% e eine beliebige 
Function von 2 geſetzt worden wäre, ſo würde das allgemeinere 
e der $$. 445 und 446 zur Anwendung kommen. 
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die Gleichung der erſten Ordnung, deren derivirte ſie iſt, 
indem a die Conſtante bezeichnet, welche man hat verſchwin— 
den laſſen. Die gegebene Gleichung iſt alſo das Reſultat 
der Elimination von a aus der Gleichung F=0 und 
derjenigen Gleichung, welche aus dieſer letzteren durch un— 
mittelbare Differentiation hervorgeht, nämlich 
dF d,. , dF „nn 
25 * 67 Yy —— * 2 0. 


Bringt man mithin dieſe Gleichung auf die Form 


und ſetzt hierin für a feinen Ausdruck durch =, y 5 y 
aus der Gleichung F=0, fo muß fie mit der gegebenen 
Gleichung identifch werden. Man hat demnach die iden— 
tiſche Gleichung 
. F dF dF , dF „, 
D e e ee 
und da die rechte Seite dieſer Gleichung ein vollſtändiges 
Differential iſt, ſo muß es auch die linke Seite ſein. Alſo 
wird die gegebene Gleichung unmittelbar integrirbar, wenn 
man ſie mit er multiplicirt, nachdem man in diefem Fac— 


tor für a feinen Werth aus der Gleichung 7 = 0 an die 
Stelle geſetzt hat. 

Wenn man ferner a in der Gleichung 7 0 als ver- 
änderlich anſieht, ſo gibt die Differentiation 


dF d dE , 
e e 


wo d ſtatt 45 geſchrieben iſt; und daraus 
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27 u 5 1 47 y’ 12290 
ar a 
da 
Vermöge des Vorhergehenden hat man alfo 
ar 
, wa, 
da 
und dieſe Gleichung zeigt, daß durch Multiplication der ge— 
En 
1 Gleichung mit dem Factor —— die linke Seite 


40 
derſelben ein genaues Differential wird, deſſen Integral 
gleich — a ift, wo a durch die Gleichung F == 0 gegeben 
wird. 


Ueberdies wird die gegebene Gleichung gleichfalls ein 
dF 


dy 


8 
genaues Differential, wenn man fie mit —— multi⸗ 


dF 
da 
plicirt, wo (a) eine beliebige Function von à bedeutet; 
denn fie wird dadurch identiſch mit der Größe — g (). . 
Bezeichnet man mit (a) die Function, deren derivirte 
Function — ꝙ (a) d ift, fo wird alſo das Integral der 
gegebenen Gleichung werden 3 (4) — Const., welches gibt 
4a Const. Und da man für a feinen Werth aus der 
Gleichung F= 0 an die Stelle geſetzt denken muß, ſo ſieht 
man, daß die Gleichung a — Const. nicht verſchieden iſt 
von der Gleichung F= 0, wenn man in dieſer @ wie eine 
willkürliche Conſtante anſieht. 2 
§. 437. Es iſt oben nachgewieſen worden, daß eine 
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Differentialgleichung der zweiten Ordnung immer zwei pri— 
mitive Gleichungen oder zwei Integrale der erſten Ordnung 
beſitzt, von denen jede eine andere willkürliche Conſtante 
enthält. Aus dem Vorhergehenden folgt nun, daß jede die— 
ſer beiden Gleichungen andere integrirende Factoren liefern 
wird, welche in gleicher Weiſe geeignet ſind, die vorgelegte 
Gleichung der zweiten Ordnung in ein genaues Differential 
zu verwandeln. Man kann indeſſen alle dieſe Factoren auch 
in eine allgemeine Formel zuſammenfaſſen. 
Es ſeien nämlich 
F(z, „, , a) = O und Fiſ(æ, Y Y, b) — 0 

die beiden primitiven Gleichungen der erſten Ordnung von 
der gegebenen Gleichung, in denen @ und die beiden will— 
fürlichen Conſtanten bedeuten. Man hat ſodann in Folge 
der vorigen Entwickelung 


ar 
[20 „ dy LE r 
VEN are nn ee 

da 
% ＋ le,, % . 

a 


Es fei nun ®(a, 0) eine beliebige Function von @ und b. 
Multiplieirt 75 die beiden vorſtehenden Gleichungen reſp. 


mit — und 47. 450 und addirt, ſo erhält man 


da 
db dF db dE, 
vr „ de, 12 d dy ach „ dh „A. 
7 ＋ H, , 7) nah haha! Fr +3); 
40 ab 


und da die rechte Seite dieſer Gleichung die vollſtändige 
derivirte Function von — ® (a,b) iſt, ſo folgt, daß die 
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Multiplication der gegebenen Gleichung nit dem ier 0 
d® dF db 10 


da dy en 
dF 
4% = 

derivirten Function machen muß, deren primitive Function 

iſt — (a, ö) — Const. 

Da man ebenſo eine andere beliebige Function (a, 0) 
hätte wählen können, welche zu dem Integrale — Va, b) 
Const. geführt haben würde, fo erhält man a — Const. 
und 5 = Const. für die beiden Integrale der gegebenen 
Gleichung, wo a und 5 reſp. durch die Gleichungen T= 0 
und H = beſtimmt werden. 

Dieſe Betrachtungen laſſen ſich leicht auf Differential- 
gleichungen von jeder beliebigen Ordnung ausdehnen. 


= 


&. dieſelbe gleichfalls zu einer vollſtändigen 


Integration der lineären Differentialgleichungen zwiſchen zwei Veränderlichen 
Fr und von beliebiger Ordnung. 


$. 438. Unter lineären Differentialgleichungen ver— 
ſteht man ſolche Gleichungen, in denen die Function y und 
die Differentialverhältniſſe derſelben nur in der erſten Potenz 
vorkommen. Sie ſind allgemein von der Form 
Fr Er 
a ede e 4%) 
wo P, O, . .. U, V beliebige Functionen der unabhängigen 
Veränderlichen & fein können. 

en l Ka, 2 e 


4 7 da — ＋ 2 1 —2 * ＋ Br uy= 5 0, (2) 


in ale überdies die Coefficienten 75 o/. als con⸗ 
ſtant, d. h. als unabhängig von 2 und * vorausgeſetzt 
werden. Man ſucht das Integral dieſer Gleichung, oder 
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denjenigen Ausdruck von 7 durch , welcher ihr Genüge 
leiſtet und außerdem u willkürliche Conſtanten enthält, die 
nicht in der gegebenen Differentialgleichung vorkommen. 

Setzt man y=er”, fo folgt allgemein Ar ee, und 
durch Subſtitution dieſer Werthe in die gegebene a ba 
erbält man 


PP op "+... UO. ) 


Nimmt man alfo für p eine der Wurzeln der Gleichung (3), 
ſo wird der Werth y=e?” der Gleichung (2) Genüge lei- 
ſten und mithin ein beſonderer Werth der Function ſein. 
Da nun die Gleichung (3) immer en Wurzeln beſitzt, die hier 
vorläufig als verſchieden von einander vorausgeſetzt und mit 
55, y, p,, . .. p@ bezeichnet werden mögen, fo erhält 
man auf dieſe Weiſe u beſondere Werthe von der Form ers, 
welche ſämmtlich der Gleichung (2) Genüge leiſten. 


Multiplicirt man jeden dieſer Werthe mit einem con- 
ſtanten Coefficienten, fo werden fie gleichfalls noch der Glei— 
chung (2) genügen. Ebenſo geſchieht dieſer Gleichung noch 
Genüge durch die Summe zweier oder einer größeren An— 
zahl der in Rede ſtehenden Werthe. Wenn man demnach 
aus den n befonderen Werthen, welche den Wurzeln 5, 15 
„ . . . 5e entſprechen, den Ausdruck bildet 

y Ae Ae A E 4% e, 
ſo wird derſelbe nicht nur der gegebenen Differentialgleichung 
Genüge leiſten, ſondern auch, da er die n willkürlichen Con— 
ſtanten A’, A’, A”, . . . Am enthält, das allgemeine In- 
tegral dieſer Gleichung darſtellen. 


8. 439. Wenn die Gleichung (3) imaginäre Wurzeln 
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beſitzt, fo bleibt die vorſtehende Methode gleichfalls anwend— 
bar, indem man die imaginären Exponentialgrößen durch 
die Sinus und Coſinus reeller Bögen erſetzen kann. Sind 
nämlich a +B V—1 und a 6 I zwei imaginäre 
Wurzeln der Gleichung (3), ſo geben die entſprechenden 
beſonderen Werthe die Summe 

. es V =I A- = 
oder 1 

ea L eb = A. -U i) 
oder 

e. [(A +4") cosße + (4 4 AT. sin gæ] 
oder, wenn man B und “ an die Stelle von A +4 

und (A — 4“ / —1 ſetzt, 
c ( cos Br sin Ber), 

wo . und 3“ zwei neue willkürliche Conſtanten bedeuten. 

§. 440. Wenn die Gleichung (3) zwei oder mehrere 
gleiche Wurzeln beſitzt, ſo bedarf die angegebene Methode 
einer Modification. Das Integral nimmt ſodann eine eigen— 
thümliche Geſtalt an, zu der man auf folgende Weiſe ge— 
langt. 

Es werde zuerſt vorausgeſetzt, die beiden Wurzeln p’ 
und p“ ſeien ſehr wenig von einander verſchieden, ſo daß 
man ſetzen kann p' Y o, wo w eine ſehr kleine Größe 
bedeutet. Die Summe der beiden entſprechenden beſon— 
deren Werthe wird alsdann 

er: ＋ A e = e (A ＋ Ae), 
oder wenn man die Exponentialfunction e“ entwickelt, 
„ 0222 


e (＋＋ 4 ＋ AA ment 1.) 


Nimmt man jetzt o als unendlich klein an, fo hindert nichts, 
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die Werthe von 4 und A” fo zu wählen, daß 4 einen 
endlichen und willkürlichen Werth behält, wodurch A” uns 
endlich groß wird; und daß 4 4“ gleichfalls einen end- 
lichen und willkürlichen Werth behält, wodurch auch 4 uns 
endlich groß und dem 4 entgegengeſetzt wird. Die Glieder, 
welche die höheren Potenzen von enthalten, werden dage— 
gen verſchwinden. Die Summe der beiden in Rede ſtehenden 
beſonderen Werthe wird alſo für den Fall, wo man zwei 
Wurzeln gleich p hat, 
er (N ＋ , 

wo * und B’ zwei willkürliche Conſtanten find. 

Dieſelbe Schlußweiſe läßt ſich auf den Fall anwenden, 
wo drei Wurzeln p', y“, p“ einander gleich find. Setzt 
man nämlich “ = +0, fo wird die Summe der drei 
entſprechenden beſonderen Werthe 

e (4 A) Ae Hale 
oder 


er (4 ＋ A +4" +4 we A + Re ih en 


Wird ſodann o als unendlich klein angenommen, 9 kann 
man 4, 4“, A” fo wählen, daß die drei Größen AHA”, 
A AL, +4" wrendlice und willkürliche Werthe behalten. 
Unterdrückt man alſo die mit os und den höheren Potenzen 
von o behafteten Glieder, fo bleibt für die Summe der 
brei in Rede ſtehenden Werthe 

er (N EFA EB). 

Ebenſo kann man für jede größere Anzahl von gleichen 
Wurzeln fortgehen; und man erkennt daraus, daß allgemein 
die Anweſenheit von r gleichen Wurzeln der Gleichung (3), 
welche gleich p find, eben fo viele beſondere Werthe zu 
Stande bringt, deren Summe ausgedrückt wird durch 

er EN Bist E 50 arıt), 
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§. 441. Hiernach möge die Gleichung (1) wieder auf— 
genommen werden, in welcher die Größen P, O, ... U, V 
im allgemeinen beliebige Functionen von ſein können. 
Man kann zuerſt bemerken, daß wenn die Größe J gleich 
Null ” d. h. wenn man bloß hat 

He eee, W 

dieſe — alsdann gleichwie die Gleichung (2) die 
Eigenſchaft beſitzt, daß ihr durch die Summe mehrerer be— 
ſonderen Werthe, von denen jeder mit einer willkürlichen 
Conſtante multiplicirt werden darf, Genüge geſchieht, wie 
leicht zu beweiſen iſt. Die Kenntniß von n beſonderen 
Werthen iſt alſo hinreichend, um daraus unmittelbar das 
allgemeine Integral herzuſtellen. 

§. 442. Wenn die Größe ein der Gleichung (1) 
nicht den Werth Null hat, fo findet auch die genannte 
Eigenſchaft nicht mehr ſtatt. Man kann indeſſen in dieſem 
Falle das allgemeine Integral auf folgendem Wege finden, 
ſobald man n beſondere Werthe kennt, welche der Gleichung 
(4) Genüge leiſten. 

Es fein Y, Y, Y“. . .. 1% die in Rede ſtehenden 
n beſonderen Werthe. Man bilde daraus den allgemeinen 
Ausdruck 

AY HAT Ar“ g 4% , 
in welchem jetzt die Größen 4, A", A”, . ... A” unbe⸗ 
ſtimmte Functionen von © bedeuten. Nimmt man von die— 
ſem Ausdrucke die auf einander folgenden Differentialver- 
hältniſſe, ſo hat man zuerſt 

di A 

Dei t4 ＋ 4“ A hen ＋4⁰ 


da" ) 


+ ih. u. 


15 N 
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und wenn man hierin die zweite Reihe gleich Null ſetzt, ſo 
unterwirft man damit die Functionen 4, A’, A”, . . . A” 
der Bedingung, dieſer Gleichung Genüge zu leiſten. Sodann 
erhält man 


4 _ ey „dz!“ 2545 N 4 Pin 
4 4 dr 4 a 
44 e i 25 440 er 
C 


Setzt man hier wieder die zweite Reihe gleich Null, ſo folgt 
weiter 


d r „er- un * ner" 
iu ＋ 4 r 4 ar nn a = 
dA day’ dd d“ | dA” ir EN day 
Fa dis L. da? 1077 d + ＋ 2 dr: 


wo wieder die zweite Reihe gleich Null geſetzt wird; ind 
ſo fort. Man gelangt auf dieſe Weiſe zu 


any „ any 15 Tee 2 u 2 
4 4 5 * . 44% 4 
d d rf! da" a dA” = 2 ER yo 
1 1 Pt i — 8 Cr = 
de da” dx da d ds da" 


wo die zweite Reihe gleich J geſetzt wird. 

In Folge dieſer Entwickelung iſt nun klar, daß wenn 
die Werthe /F, „=, Y, . . „= ein⸗ 
zeln der Gleichung (4) Genüge leiſten, ſodann der allge— 

meine Ausdruck 

yaar Far HAT" +... ＋ 4% 19 
in gleicher Weiſe der Gleichung (1) Genüge leiſten wird, 
vorausgeſetzt, daß man die Functionen 4, A”, 4% . . A” 
wie den n Bedingungen unterworfen anſieht 
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440% 
Z 1 0 — 
er +3 42 = ‚De A A 
44 — aA" day" | aa” ar“ 1 ay® 
1 2 47 7 1 ee 
= ay' d dr, | da” Ay" am aym 


5 ds? | dr da: +. ds da 


£ 


4 4 41 er" 44. Pad nd dh du 15% 
dr det T dr d % d= ee 


Dieſe Gleichungen geben, da fie lineär find, für die Fune— 


dA dd dA” dA) 
tionen , at immer beſtimmte Werthe, 
die mit , “, 8", ... 2" bee werden mögen. 
Der Ausdruck für das gefudhte allgemeine Integral wird alfo 


y=Y (a4 dr) + V (d’ + C de) +Y” (d + dn) P. 


re 


und enthält die u willkürlichen Conſtanten 4, a’, a”, 

§. 443. Wenn man nur eine Anzahl von befonderen 
Werthen kennt, die kleiner iſt als die Zahl n, welche die 
Ordnung der gegebenen Differentialgleichung bezeichnet, ſo 
iſt die vorſtehende Methode nicht . 45 gleiche Weiſe 


dA dd 
anwendbar. Die Functionen — dN 22 c. find ſodann 


nicht mehr in hinreichender Anzahl vorhanden, damit man 
alle Gleichungen aufſtellen könne, welche nöthig ſind, um 
die 2 Reihen in den Ausdrücken der Differentialver— 
hältniſſe U 47 252. x. zum Verſchwinden zu bringen, 
und man wird deshalb genöthigt ſein, in dieſen Ausdrücken 
die höheren Differentialverhältniſſe einiger der unbeſtimmten 
Functionen A, A, A”, ꝛc. ſtehen zu laſſen. Die Auf- 


%%. 
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ſuchung der Werthe dieſer Functionen fordert alſo die Inte— 
gration einer oder mehrerer Differentialgleichungen. Wenn 
die Anzahl der bekannten, beſonderen Werthe ul beträgt, 
ſo kann das allgemeine Integral immer gefunden werden, 
weil die Beſtimmung der Functionen A’, A’, 4“, ꝛc. dann 
nur die Integration einer lineären Differentialgleichung der 
erſten Ordnung erforderlich macht, welche Integration nach 
§. 386 ſtets geleiſtet werden kann. 

S. 444. In dem beſonderen Falle, wo die Coefficienten 
J, O, . . . I der Gleichung (1) conſtante Zahlen ſind und 
nur das Glied V eine Function von iſt, kennt man uns 
mittelbar aus §. 438 die beſonderen Werthe F, T', T“, 

T0, welche ausgedrückt werden durch er *, e, , . 
oc, wo p, Y,, . . . p” die Wurzeln der Gleichung 
(3) ſind. Die vorſtehende Methode gibt alſo leicht den 
Ausdruck des geſuchten Integrals. 

§. 445. Es ſei z. B. die Gleichung der zweiten Ord— 
nung gegeben 


d. di 
| 4 P 4 ＋ =. 
Bezeichnet man mit p' und p“ die Wurzeln der Gleichung 
een * 
fo wird der allgemeine Ausdruck für y - ü 
= Ae ＋ Ae, 
und die Functionen 4 und 4“ 0 den Gleichungen 
genügen 


= ir 0 


45 Pes. + ler v. 
Aus dieſen beiden Gleichungen * 
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dA ve . 4 Jan. ve 5 
dr p = Pa mt 

. bei, f, .Es Ver 
dt ur p ’ 5 5 — 7 7 


wo a und a” die beiden willkürlichen Conſtanten ſind. 
Das geſuchte Integral ift alſo 
(a + /ar. Ve ve (d "+ far. Ver? 5 
Er „ 
4 §. 446. Wenn die Wurzeln der Gleichung pi ＋ 1 
+0 — imaginär find und mit «+ BV—1 bezeichnet 


werden, ſo ſetzt man nach §. 439 als 3 Ausdruck 
für y * 

Ey Ae cos 82 + Ae sin B. 
Die Functionen 4 und A’ find hier den Gleichungen ı un⸗ 
terworfen 


cos Bat c sin 8 — 0 


nee cosßr—Be"” singe) + (de“ singe Ege cosßr)=V, 
aus denen folgt 


dä ein b. 4 r, Vea in ge 
c a 
ar 1 B 

di’ ved cos Br „ _ dr. he cos 8 
ee, ver er 


“ 


Der Ausdruck des allgemeinen Jutegrals wird alſo 


bald. Ade. Ve singpleosßz-+( (4. Adr. le —=eosßa) ing 
9ꝓ— 2 a \ Me 0 
S. 447. Wenn die Wurzeln der Gleichung p® + Pp 
+0= 0 einander gleich werden, fo verwandelt ſich der 
Ausdruck des 15 445 für / in 3. Man findet alſo feinen u 
wahren Werth, wenn man Zähler und Nenner in Bezug 
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auf p' differentiirt, und ſodann p“ = 5 ſetzt, wodurch 

man erhält 

= Gde. he V) er, - (4 + Ido. rev zer”. 

Da die unteren Gränzen der Integrale willkürlich bleiben, 

fo kann man in dem erſten Gliede die Conſtante a’ wieder 

herſtellen, und ſchreiben 

= — far. 4e e; et (4 + far. ve Ve) wer”, 
Dieſe Formel reducirt ſich in dem Falle, wo V—=0 


iſt, auf 
= (a4 ＋ d ere, 

wie es auch ſein muß, vermöge des §. 440. 

§. 448. Die Integration der lineären Gleichungen der 
zweiten Ordnung liefert unmittelbar das Geſetz der Ver— 
theilung der beharrlichen Temperaturen in einem Stabe oder 
einem Ringe, deſſen Querſchnitt conftant und ſehr klein iſt. 

Man denke ſich einen chlindrifchen oder prismatiſchen 
Stab von unbegränzter Länge, deſſen eines Ende mit einer 
Wärmequelle (foyer) in Berührung gebracht fei, welche be— 
ſtändig auf der Temperatur U erhalten wird. Der Stab 
befinde ſich überdies in Luft von der Temperatur 0. Die 
von der Wärmequelle dem Stabe mitgetheilte Wärme pflanzt 
ſich in ihm fort, erhitzt ihn allmälig, und entweicht zum 
Theil in das umgebende Mittel. Nach einer hinreichenden 
Zeit werden ſich in der ganzen Ausdehnung des Prisma 
beharrliche Temperaturen hergeſtellt haben, deren Geſetz man 
ausmitteln will, und die offenbar durch die Bedingung be— 
ſtimmt werden, daß jedes Theilchen durch einen ſeiner End⸗ 
punkte eine Quantität Wärme von’ der Wärmequelle em- 
pfängt, welche gleich derjenigen iſt, die es den nachfolgen— 
den Theilchen zuführt und die dieſe Theiſchen dur ihre 
Außenfläche verlieren. 

Da die Querſchnitte des Stabes ſehr klein vorausgeſeht 
werden, ſo kann man die Temperaturen in allen Punkten 

Navier, Diff. und Integralr. II. Baud. 7 
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eines und desſelben Querſchnitts wie gleich groß anſehen. 
Es ſei nun 

L der Flächeninhalt von einem Querſchnitte des Stabes; 

y der Umfang dieſes Querſchnitts; i 

x der Abſtand eines beliebigen Querſchnitts von der 
Wärmequelle; 

v die Temperatur in dieſem Querſchnitte; 

* und „ die innere und die äußere Leitungsfähigkeit 
der Subſtanz des Stabes. 

Man betrachte das Längen-Element des Stabes, welches 
zwiſchen zwei Querſchnitten in den Abſtänden v und d 
enthalten iſt. Die Oberfläche dieſes Elements iſt yd; folg- 
lich die Quantität Wärme, welche durch ſeine Außenfläche 
in der Einheit der Zeit verloren geht, gleich yo; und 
daraus erhält man die Menge Wärme, welche in derſelben 
Zeit durch den ganzen nachfolgenden Theil des Stabes ver- 


1 co 
loren geht, ausgedrückt durch das Integral nf ode. 


* 
Aber in Folge der Vorausſetzung, daß die Temperatur in 
allen Punkten des nämlichen Querſchnitts dieſelbe ſei, wird 
die Wärme das in Rede ſtehende Element ebenſo durch— 
ſchreiten, wie es in einem von zwei parallelen Ebenen einge— 
ſchloſſenen unbegränzten Körper der Fall ſein würde. Die Dicke 
des Körpers iſt hier de, und die Temperaturen an den 
beiden Gränzen find v und v % dv; folglich ift die Quan⸗ 
tität Wärme, welche ihn in der Einheit der Zeit durch— 


ſchreitet, gleich — 1 97 Alſo erhält man als Ausdruck 
für die oben ausgeſprochene Bedingung die Gleichung 


> 


00 
dv 
— wen od.r, 


T 
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aus deren Differentiation * 
10 47 — — hy. 


Man gelangt auch e zu dieſer letzten Glei— 
chung auf folgende Weiſe. Da — 42 15 die Quantität 


Wärme bezeichnet, welche den Querſchnitt des Stabes, deſſen 
Abſtand von der Wärmequelle gleich iſt, in 115 heran 


der Zeit durchläuft, fo hat man — 12 + 4.4 als 


Ausdruck für diejenige Quantität Wärme, 68917 in der⸗ 
ſelben Zeit den Querſchnitt in dem Abſtande = d durch— 
ſchreitet. — muß die Differenz dieſer beiden Größen, 


nämlich 10 175 de, nothwendig gleich der Wärmemenge 


hyodz fein, m in demjenigen Theile der Oberfläche 
entweicht, der dem Intervalle de entſpricht. Man hat 
alſo wie vorhin 


dav 1 2 m 
* 75 d = ſiydæ, oder 25 ia v. 


§. 449. Das vollſtändige Integral dieſer Differen— 
tialgleichung iſt, nach §. 435, 


h 
ya eh 
94. ＋E B. e A 

wo e die Baſis der Neper'ſchen Logarithmen bezeichnet, und 
A und B die beiden willkürlichen Conſtanten ſind. Aber 
es iſt klar, daß die Conſtante B hier den Werth Null ha— 
ben muß, weil der Werth von v nicht zugleich mit 4 ohne 
Gränzen zunehmen kann. Ferner muß man haben v— U 
für 1 = 0, ſolglich muß die Conſtante A gleich U fein. 
Der geſuchte Ausdruck für die Vertheilung der beharrlichen 
Temperaturen iſt alſo 


— * 


1 
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— V. 

v e 8 
Wenn man demnach die Temperaturen der verſchiedenen 
Punkte des Prisma durch Zahlen darſtellt, ſo werden die 
Abſtände dieſer Punkte von der Wärmequelle durch die zu— 
gehörigen Logarithmen ausgedrückt. In zwei Stäben von 
derſelben Subſtanz find die Abſtände von der Wärmequelle, 


in denen einerlei Temperatur ſtattfindet, proportional der 


Größe 5 „oder, wenn die Querſchnitte ähnlich ſind, pro— 


portional der Quadratwurzel aus homologen Dimenſionen 
der Querſchnitte. In zwei Stäben von verſchiedenen Sub- 


ſtanzen ſind dieſe Abſtände proportional der Größe Vi 
Man kann alſo durch Beobachtung der ſtattfindenden Tem— 
peraturen die relativen Werthe des Verhältniſſes 2 der bei⸗ 


den Leitungsfähigkeiten für verſchiedene Körper ausmitteln. 
Man hat ſelbſt geſucht, durch eben ſolche Beobachtungen die 
relativen Werthe der inneren Leitungsfähigkeit & zu be— 
ſtimmen, indem man jedes Prisma mit einer Schicht von 
Firniß überzog, in der Abſicht, beiden Körpern eine gleiche 
äußere Leitungsfähigkeit zu geben; doch bietet dieſes Ver— 
fahren wol ſchwerlich die nöthige Genauigkeit. 

$. 450. Aus der vorſtehenden Gleichung kann man 
leicht alles, was die Bewegung der Wärme in den verſchie— 
denen Theilen des Prisma betrifft, herleiten. Die Quan— 
tität Wärme, welche den Querſchnitt in dem Abſtande * von 
der Wärmequelle in der Einheit der Zeit durchläuft, ift 


/hx 
— z 4 
kQ 


dv Zn 
— 1 % = UV IR .e * 5 


BIBLIOTEKA 
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und folglich die Quantität Wärme, welche, von der Wär— 
mequelle ausgehend, in derſelben Zeit durch die ganze 
Oberfläche des Stabes in die Luft entweicht, 
UV d. 

Dieſe Quantität iſt alfo, bei Stäben von einerlei Subſtanz 
und ähnlichen Querſchnitten, der Potenz 2 von homologen 
Dimenſionen dieſer Querſchnitte proportional. 

§. 451. Man denke ſich jetzt einen prismatiſchen Stab 
von einer beſtimmten Länge a, deſſen beide Enden reſp. 
in den conftanten Temperaturen U und J erhalten werden. 
Das Geſetz der Vertheilung der beharrlichen Temperaturen 
wird auch hier durch die Differentialgleichung des §. 448 
gegeben; aber in dem allgemeinen Integrale des §. 449 
welches man ſchreiben kann 

v = A. e B. e, 


indem man zur Abkürzung V1 . ſetzt, muß man die 


willkürlichen Conſtanten A und B fo beſtimmen, daß man 
hot „ für , unde für ;: , Diele 
Integral wird ſodann 


ii U (ea) u ea —2)) 7 1e 1 e 


welcher Ausdruck die Temperatur eines jeden Punktes an— 
gibt, der zwiſchen den beiden Enden des Stabes enthalten iſt. 

§. 452. Die vorſtehenden Reſultate ſetzen nicht noth— 
wendig voraus, daß die Achſe des Stabes geradlinig ſei. 
So lange die Demenfionen der Querſchnitte ſehr klein ange— 
nommen werden, kann man dem Stabe eine beliebige Ge— 
ſtalt geben, und ſogar annehmen, daß er durch Vereini— 
gung ſeiner beiden Enden zu einem geſchloſſenen Ringe 
werde. Die Formel des vorigen Paragraphen gibt noch in 
allen dieſen Fällen das Geſetz der Vertheilung der beharr— 

* 
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lichen Temperaturen in einem Stabe, deſſen Länge, in dem 
Sinne der Achſe des Stabes gemeſſen, gleich a iſt, und 
deſſen beide Enden reſp. in den Temperaturen U und V 
erhalten werden. 

Wenn der Stab einen Ring bildet, und nur eine ein— 
zige Wärmequelle von der Temperatur U vorhanden iſt, 
ſo hat man augenſcheinlich in der ganzen Ausdehnung des 
Ringes b 1 

ee ie 


e 14 era 


oder 
era =) . 2 
dal 
wo a den Umfang des Ringes bedeutet. Will man die z 
von dem Punkte des Ringes aus rechnen, welcher der 
Wärmequelle gegenüber liegt und den Umfang in zwei 
gleiche Theile zerlegt, ſo hat man 
ie Ü er e 
e 
In der erſten von dieſen beiden Formeln darf man für x 
nur Werthe zwiſchen 0 und a, in der zweiten dagegen nur 
Werthe zwiſchen — 42 und 4 7 ſetzen. 
$. 453. Man betrachte drei Punkte eines zwiſchen 
zwei Wärmequellen enthaltenen Intervalles, in den Abſtän— 
den z, * a, * + 20 von dem Anfangspunkte der =. 
Bezeichnet man reſp. mit vo, v., 5, ihre Temperaturen, fo 
hat man nach der allgemeinen Gleichung des §. 451. 
9% 4% . Be” 
0 Ae. ge He 
5 Pe e 20) 1 Be 2a), 
Folglich wird 
vo E z 1 4e 1 e 1 
51 Br Ae a I Be a) 8 
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oder 

50 * La ha 

Hdsn — E + Ch 
Man ſieht hieraus, daß der Beharrungszuſtand der Temre— 
raturen in einem Stabe oder einem Ringe immer von der 
Beſchaffenheit iſt, daß, wenn man zwiſchen zwei Wärme- 
quellen mehrere gleich weit aus einander liegende Punkte 
annimmt und von dieſen Punkten je drei auf einander fol— 
gende betrachtet, die Summe der Temperaturen der beiden 
äußeren Punkte zu der Temperatur des mittleren Punkts 
ſtets in dem nämlichen Verhältniſſe ſteht, und daß dieſes 
Verhältniß nur von dem Abſtande der in Rede ſtehenden 
Punkte abhängt. Dieſes bemerkenswerthe Reſultat hat ſich 
durch Verſuche beſtätigt. 


XXXIV. Elimination der Veränderlichen aus gleichzeitigen 
Differentialgleichungen. Integration der gleichzeitigen 
lineären Gleichungen. 


§. 454. Man betrachte mehrere Veränderliche , 3, 
2, ꝛt., die als Functionen einer unabhängigen Veränderlichen 
v angefehen werden, und nehme an, es ſeien mehrere Glei— 
chungen zwiſchen den de Sat ©, , 2, ꝛc. und ihren 

„ 
45 dv’ du des, Y do! doi 
gegeben. Wenn dieſe Gleichungen in derſelben Anzahl vor— 
handen find. wie die Veränderlichen *, , 8, ꝛc., ſo kann 


Differentialverhältniſſ⸗ en 4 U. 
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man ſtets aus dem Syſteme derſelben neue Differentialglei— 
chungen herleiten, welche nur eine einzige dieſer Veränder— 
lichen nebſt der unabhängigen Veränderlichen » enthalten. 
Die Integration der gegebenen Gleichungen, d. h. die Auf— 
ſuchung der allgemeinen Ausdrücke von 4, , 2, ꝛc. als 
Functionen der unabhängigen Veränderlichen wird alſo da— 
mit auf den Fall einer einzigen Differentialgleichung zwiſchen 
zwei Veränderlichen zurückgeführt. 

Um dies nachzuweiſen, ſeien zunächſt nur zwei Glei— 
chungen zwiſchen den beiden Veränderlichen , und ihren 
Differentialverhältniſſen in Bezug auf v gegeben. Es ſei 
m die Ordnung der erſten Gleichung in Bezug auf , und 
n die Ordnung der zweiten Gleichung in Bezug auf dieſelbe 
Veränderliche. Differentürt man u mal die erſte Gleichung, 
und m mal die zweite, jo erhält man mit Einſchluß der ge— 
gebenen Gleichungen, m n 2 Gleichungen, aus denen 
man die Veränderliche y und ihre Differentialverhältniffe 
dy d?y da h 3 
dur dba! ap t. bis zur Ordnung m + eliminiren kann. 
Es bleibt ſodann eine Gleichung übrig, welche nur noch 
die Veränderliche 2 und ihre Differentialverhältniſſe in 
Bezug auf v enthält. Auf dieſelbe Weiſe gelangt man zu 
einer Gleichung für . 

Dieſes Verfahren läßt ſich leicht auf den Fall aus— 
dehnen, wo die Anzahl der Veränderlichen und der gege— 
benen Gleichungen beträchtlicher iſt. Auch erkennt man 
leicht, daß, wenn die gegebenen Differentialgleichungen lineär 
ſind, die angezeigte Elimination gleichfalls zu einer lineären 
Endgleichung führen wird. 

§. 455. Man kann in einigen Fällen, insbeſondere 
wenn die gleichzeitigen Differentialgleichungen lineär ſind 
und conſtante Coefficienten beſitzen, unmittelbar zu primi⸗ 
tiven Gleichungen gelangen, aus denen ſich die allgemeinen 
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Werthe der Veränderlichen herleiten laſſen. Es ſeien zu— 
nächſt zwei Gleichungen der erſten Ordnung gegeben, deren 
allgemeine Form iſt 


d dy um 
FS TO Ferne! 
d d 9 FRA) Er: 
Durch eine leichte Elimination kann man dieſelben auf die 
einfachere Form bringen 
d: 
% LS ＋ I U 
4 1 8 +1y=V. 
Hierin find 8, 7, U, 8“, 7, U‘ im allgemeinen als Fune— 
tionen von » anzuſehen. Die Schwierigkeit beſteht nun 
darin, daß die beiden Veränderlichen z und 7 zugleich in 
beiden vorgelegten Gleichungen vorkommen, und mithin 
handelt es ſich darum, ſtatt dieſer beiden Gleichungen zwei 
andere herzuſtellen, von denen jede nur eine einzige Ver— 
änderliche nebſt der unabhängigen Veränderlichen v enthält. 
Um dahin zu gelangen, multiplicire man die zweite Glei— 
chung mit einem Factor e ®, der eine unbeſtimmte Function 
von » bedeutet, und addire fie zu der erſteren, wodurch 
man erhält 


4 L (S She (TTT U. 


Ferner ſetze man z + Py=u, wo u eine neue Veränder— 
liche bedeutet. Sodann wird 


(1) 


und durch Subflitution dieſer Werthe in die vorige Glei— 
chung verwandelt ſich dieſelbe in 
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j dq 5 * 
4 SLS Ss % - (+ re] 
=U+U'$, 
Beſtimmt man nun die Function ® ſo, daß fie der Glei- 
chung Ware leiſtet 


S e 0 o (2) 
ſo bleibt n nur noch die Gleichung zu integriren 
1 STS = ννν . (3) 


Die Gleichung (2) enthält nur die Veränderlichen ® und v. 
Kann man einen Werth von q; finden, welcher dieſer Glei— 
chung Genüge leiſtet, ſo ſubſtituirt man denſelben in die 
Gleichung (3), die alsdann nur noch die Veränderlichen 
u und » enthalten wird und mithin nach Vorſchrift der 
SS. 438 ꝛc. behandelt werden kann. 

§. 456. Wenn die Coefficienten 8, 7, 8“, 7 der 
Gleichungen (1) conſtant ſind, ſo kann man der Gleichung 
(2) dadurch Genüge a daß man für & eine conſtante 


Zahl annimmt, wodurch 4 „ = wird. Der Werth dieſer 
Zahl wird durch die Gleichung des zweiten Grades gegeben 
(SS) - (T+-Te—=(. (4) 


Wendet man ſodann auf die Gleichung (3) die Methode des 
§. 386 an, ſo erhält man als Integral dieſer Gleichung 
u=e MC do. (U U) Es %], (5) 
wo (die willkürliche Conſtante bedeutet. In dieſem Aus- 
drucke hat man für ? die beiden Werthe zu ſetzen, welche 
der Gleichung (4) genügen; und wenn man dieſelben mit 
cb, und J, bezeichnet, und für n feinen Ausdruck durch = 
und y zuͤrückſetzt, fo hat man die beiden primitiven Glei- 
chungen 
„ e C dv. (U U e 
er +b,y=e (Ss It, + fdv. (U Lech, J 6, 
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aus denen man die Ausdrücke der beiden Veränderlichen * 
und y als Functionen von herleiten kann. 
§. 457. Wenn die Wurzeln der Gleichung (4) ima= 
ginär ſind und mit a+BV —1 bezeichnet werden, fo kann 
man das Imaginäre vermeiden, wenn man die Forderung 
fallen läßt, daß ® unabhängig von v fein full. Es wird 
nämlich in dieſem Falle die Gleichung (2), der die Größe 
® Genüge leiſten muß, die Form annehmen 
d® . 
re e 
oder durch Trennung der Veränderlichen 
dq 
Bir +S’db—=V0. 
Das Integral diefer en iſt 


5 are tang = = = so, 
wo o eine willkürliche Conſtante bezeichnet; und age 
wird 
ch = dg lang ß (e - 8! 5). 
Gibt man nun der Conſtante c irgend zwei beſondere 
* 


Werthe, z. B. 86 = 0 und Be= , jo erhält man die 


2 

beiden Werthe 

== d ß tang 88 % ,„ d ß cot ß8 5, 
deren Subſtitution in die Gleichung (3) zwei Gleichungen 
hervorgehen läßt, welche gleichfalls nach der Methode des 
F. 386 integrirt werden können und wie vorhin zur Be- 
ſtimmung von * und als Functionen von » führen. 

Wenn die beiden Wurzeln der Gleichung (4) einander 
gleich find und mit e bezeichnet werden, (in welchem Falle 
die Methode des vorigen Paragraphen nur eine einzige 
Gleichung zur Beſtimmung von * und y liefern würde) 
ſo kann man die Gleichung (2) auf die Form bringen 
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dc; . 
e 
oder durch ur * Veränderlichen 


1 ＋ S'dy = 0. 
Das Integral derſelben iſt 
1 en — + S v, 


wo o» eine willkürliche Conſtante bezeichnet; und daraus 
hat man 


* 
VEN Te 
Gibt man der Conſtante e irgend zwei beſondere Werthe, 
z. B. = OO und e = 0, fo erhält man 
1 
= oe, A = T So’ 


welche beiden Werthe wie en in die Gleichung (3) zu 
ſubſtituiren ſind. 

§. 458. Man nehme jetzt an, es ſeien drei Differen- 
tialgleichungen der erſten Ordnung zwiſchen den Veränder— 
lichen v, y, 2 und der unabhängigen Veränderlichen » ge— 
geben, die man ſich wie im §. 455 immer auf die Form 
gebracht denken kann 


dr 
4 88 . % f. 
4 ES E TY V= 
dz [7 „ „ 2 
Ä 40 8 s+Ty+Uz=V. 
Multiplicirt man reſp. die zweite und die dritte Gleichung 


mit den unbeſtimmten Factoren ꝙ und W, und addirt fie 
zu der erſten Gleichung, ſo erhält man 
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„ e VE ses ere V 
Ae . e . y, 
Setzt man ſodann * 7 = I u, wo eine neue 
Veränderliche bedeutet, ſo wird 
z=u— / — % 

d du dh dY 

. Lee ec DONE cat 
und durch Sibi dieſer Werthe in die vorige Glei⸗ 

ne verwandelt ſich dieſelbe in 


Ses Yu 
ar se Wer] rv. 
I LS’ YY—(ULUSHU' . 


Wenn man nun die Functionen und J fo beſtimmt, daß 
ſie den beiden Gleichungen Genüge leiſten 


m (SHSE LS WW (TTT NTT) == 


„ S LS S (UHUS HUN, 
ſo bleibt nur noch die Gleichung zwiſchen den beiden Ver— 
ee u und v zu integriren 

4 1 8 1 SW) Y VT. 
Die gegebenen Gleichungen werden alſo aufgelöſt ſein, wenn 
man Werthe von und J finden kann, welche jenen beiden 
Gleichungen entſprechen. 

$. 459. Nimmt man an wie im. $. 456, daß die 
Coefficienten 8, 7, U, S', T, U, 8“, T’, U” auf den lin— 
ken Seiten der gegebenen Gleichungen conſtante Zahlen 
find, fo kann man für ® und gleichfalls conftante Werthe 
annehmen, welche durch die Gleichungen beſtimmt werden 
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(S ＋ SSN SW - TS TN = 

SSH S) - (UU + U" W=0, 
und da die Endgleichungen, welche die Werthe von & und 
geben, den dritten Grad erreichen, ſo erhält man drei 
Syſteme von Werthen, die reſp. mit P. und I., ca, und 
Y,, , und U bezeichnet werden mögen. 

Das Integral der Gleichung zwiſchen u und » wird 
ue C s, Ce (UU E ee he 
folglich hat man die drei primitiven Gleichungen 

Ib 
esu, Cid NEN Ni) e Hs S ute 
c+P,y+V,2— 
e-(S+8 rd, * 14 4 U 275 * 02 Ir N.) e SS s ee 
x CC -, 
es 1 C, + fdo(U+ Us, U) ef PES er 
welche die Werthe von , , z als Functionen von v be= 
ſtimmen. 

Dieſelbe Methode läßt ſich auf die Fälle anwenden, 
wo man eine größere Anzahl von Veränderlichen und von 
Differentialgleichungen hat, und man überſieht leicht, daß 
dieſe Gleichungen immer integrirt werden können, ſo lange 
die Coefficienten auf ihrer linken Seite conſtant find, 

§. 460. Bis hieher wurde die Vorausſetzung gemacht, 
daß die gegebenen Differentialgleichungen von der erſten 
Ordnung ſeien. Wenn die Gleichungen von der zweiten 
Ordnung oder von höheren Ordnungen ſind ſo kann man 
dieſen Fall immer auf folgende Weiſe auf den vorigen 
zurückführen. 

Es ſeien z. B. die beiden Differentialgleichungen der 
zweiten Ordnung gegeben 

%. 4% 0 = 
e eee, 
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Man ſetze 1 5 und 45 = 4, wo p und 4 neue Verän— 


derliche bezeichnen; ſodann hat man die Gleichungen der 
erſten Ordnung 


d 
4% ＋ 4% . % ＋ C K 
49 


% Ay EN C = E 
d 

J N 

e 


zwiſchen den vier Veränderlichen , , p, J und der unab— 
hängigen Veränderlichen v. Dieſe Gleichungen können nach 

-der obigen Methode behandelt werden, und führen alfo zu 
den geſuchten Ausdrücken für = und y. 


XXXV. Integration der Differentialgleichungen durch Reihen. 


§. 461. Wenn es nicht möglich iſt, durch die bekann— 
ten Methoden einen Ausdruck derjenigen Funktion, welche 
durch eine Differentialgleichung gegeben wird, in endlicher 
Form zu erhalten, ſo kann man dieſen Ausdruck in der 
Form einer unendlichen Reihe darzuſtellen ſuchen. So lange 
dieſe Reihe convergirt, eignet ſich dieſer Ausdruck eben ſo 
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gut wie jeder andere zur Berechnung der numeriſchen Werthe 
der geſuchten Function. 
Die Function ſei durch die Differentialgleichung 


gegeben 
dn, 
18 d 2 —* 40 05 


die Entwickelung dieſer Funetion in eine Reihe kann man 
ſodann im allgemeinen auf dem Wege erhalten, welcher 
im F. 427 angezeigt worden iſt. Wenn man nämlich dieſe 
Gleichung für ZU auflöſt, ſo liefert fie die Werthe diefes 
Differentialverhältniſſes und der Differentialverhältniſſe aller 
höheren Ordnungen, welche dem Werthe x — 0 entſprechenz 
und ſubſtituirt man dieſe Werthe in den allgemeinen Aus— 
druck 
di d? 
11 44 5 erst ati 

fo erhält man die a Entwickelung der Function , 
in welcher die n willkürlichen Goefficienten ſtehen bleiben. 

dy, da, G. — 1 
Yo az’ du 5 "amt" 


In den ee Fällen, wo die Annahme -= 0 die 


Werthe von Zen und den höheren Differentialverhältniſſen 


unendlich 157 eren läßt, kann man von einem beliebigen 
anderen Werthe v = a ausgehen, der dieſen Erfolg nicht 
herbeiführt. Man wird ſodann nach der Taylor'ſchen Reihe 
ſetzen 


d?ya (Y- 0 d’ya 12 
1 1 1 45 (gi 9 ＋ 455 keine) idee! er a 4 24, 


wo mit Ya, se, 2er ꝛc. die beſonderen Werthe bezeichnet 
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ſind, welche 3 25 2, N ꝛc. annehmen, wenn man darin 
für z den 8 a ſetzt. In dieſen Ausdruck hat man 


f . d"ya du E d ya 
alſo jetzt die Werthe von de eFH ag 


ſtituiren, welche ſich aus der vorgelegten Differentialgleichung 
ergeben. 

$. 462. Man gelangt häufig einfacher zum Ziele, 
wenn man ſtatt des angezeigten Verfahrens die Methode 
der unbeſtimmten Coefficienten anwendet. Es ſei z. B. die 
Gleichung der zweiten Ordnung gegeben 


ꝛc. zu ſub⸗ 


4 0. 


Um dieſer Gleichung Genüge zu leiſten, ſetze man 

1 A T Aire Heat, 
wo Ao, Ar, Az, 21. unbeſtimmte conſtante Coefficienten be— 
deuten und à gleichfalls ein unbeſtimmter Exponent iſt. 
Subſtituirt man dieſen Ausdruck für in die Me 
Gleichung, ſo kommt 


O Ae, m A- -T D -A (L) (+1) 2° 
+4 (a +3) (aA) ( t. 
+4 +A\ 


A, 

welcher Gleichung dadurch Genüge geſchehen muß, daß man 
die Coefficienten der einzelnen Potenzen von 4 zu Null 
werden läßt. Die beiden erſten Glieder werden verſchwin— 
den, wenn man d = 0 annimmt, wobei die Conſtanten 40 
und A, unbeſtimmt bleiben. Das dritte Glied verſchwindet, 
wenn man A, — 0 ſetzt. Die folgenden Glieder aber lie— 
fern, damit fie gleichfalls verſchwinden, zur Beftimmung | 
der Conſtanten Az, As, As,, ꝛc. die Beziehungen 

Navier, Diff.⸗ und Integralr. II. Band. 8 
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4 3. 2 — Ao, woraus A 
ee „erh 
45 . 5. 4 — 4 0 
he A 
4% 6 4. = 2 5 6 
A 
De en 4. f. 5 
As 8 7 = A4; 4 0 
A 
weight 4 — 25 ,.60.88 
A 
ene e 4 J.-C. fd. 10 
2. En 


Die Reihe, welche den geſuchten Ausdruck für y darftellt, 
iſt alſo 


70 49 
14. 2} Zend 5.6 2 3 5 68.9 rt) 


** 4710 
url (ensure Tara +.) 
Darin find Ar und Ay die beiden willkürlichen Conſtanten. 
8. 463. Wenn er Gleichung gegeben ift 


25 8 * 
ſo führt auf dieſelbe Weiſe die Subſtitution des Ausdrucks 
9 A ＋ A1 Hat 4% C art‘ 
zu der Bedingungsgleichung 
O Ae) .. -A. (G- T-H) -A. (U- N)( UI) = 
a 4. ee 


＋ 4, (a+3) (a+2) | at +, 
2 +4, 
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Hier kann man das erſte Glied zum Verſchwinden bringen, 
wenn man d = O oder a =I ſetzt; aber die erſte Annahme 
iſt unzuläſſig, weil alsdann das zweite Glied nur dadurch 
verſchwinden könnte, daß man 4% = ſetzte. Nimmt man 
alſo a = 1, fo werden die folgenden Coeffitienten durch 
die Gleichungen beſtimmt 


4. 2.1 4, woraus Am — 

4. . 3. 2 A, A 

Ad 4. 3 4, 4. — un 

4. 5 44, A ELUN Zu 
N. N. 


Folglich geſchieht der gegebenen iferentngtihung Genüge 
durch den Werth 


44 7 

y—A (engere ar eee ee) 
Da indeſſen dieſer Ausdruck nur eine einzige willkürliche 
Conſtante enthält, ſo liefert er zwar eine unendliche Menge 
von beſonderen Werthen der Function 7, aber er iſt nicht 
das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung. Man 
erkennt übrigens leicht, daß dieſer Gleichung nicht durch 
eine Reihe Genüge geleiſtet werden kann, welche nach ab— 
fteigenden Potenzen von © geordnet iſt. 

S. 464. Es ſei noch die Gleichung der zweiten Ord— 
nung gegeben 
2% Co. 
T d 


Setzt man wie oben 
y= Ao. EA. . = 4 er u A dt. 
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und ſubſtituirt dieſen Ausdruck in die gegebene Gleichung, 
ſo kommt 


O- Ae = e eee )( EI)“ 


Au A Abe EI) +4,(0+?) 
5 | +4e 
+As(a4+-3)(a+2) A. (uA) (-g) at. 
+4s(a+3) +A(a+4) 
A) +4; 


Man kann nun das erſte Glied dadurch verſchwinden laſſen, 
daß man a = 0 ſetzt, wobei A, unbeſtimmt bleibt; aber 
alsdann verſchwindet das zweite Glied nicht, wenn man 
nicht A. = 0 ſetzt. Ebenſo kann man das zweite Glied 
dadurch verſchwinden laſſen, daß man & = — 1 ſetzt, wo⸗ 
bei der Coefficient A, unbeſtimmt bleibt; aber alsdann ver- 
ſchwindet das erſte Glied nicht, wenn man nicht A, = 0 
ſetzt. Bleibt man bei der erſten dieſer beiden Annahmen 
ſtehen, nämlich & = 0, fo erhält man zur Beſtimmung der 
Coefficienten Ar, As, As, 20. folgende Beziehungen 


4.2.1 +1)=— 4; woraus 4.— 2 

r arg . dur 

4. b pur 4. ee 

n SU een ed 

S ebe 4. 1 1. 65 
. 2. 


Der gegebenen Gleichung leiſtet alſo die Reihe Genüge 
* 1? 424 PN 
y= A (i at a yet 1). 
Was die Annahme 4 = — 1 betrifft, fo ift leicht zu erken⸗ 
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nen, daß ſie zu der nämlichen Reihe geführt haben würde. 
Man erhält übrigens auch hier nur eine Formel, welche 
beſondere Integrale der gegebenen Gleichung zu liefern im 
Stande iſt, aber nicht das allgemeine Integral dieſer 
Gleichung. 

S. 465. Wenn die Subftitution einer nach ſteigenden 
Potenzen der Veränderlichen z geordneten Reihe in die ge= 
gebene Differentialgleichung nur einen beſonderen Werth 
liefert, fo beruhet dies im allgemeinen darin, daß das polls 
ſtändige Integral Glieder enthalten muß, in denen der 
Logarithmus der Veränderlichen vorkommt. So hat man 
z. B. für die vorige Gleichung . 

2 
iz! 1 dy 4. * ya 0 


den beſonderen Werth 
* * 70 
ATN eh 
Will man daraus das vollſtändige Integral erhalten, ſo 
ſetze man gemäß demjenigen, was in den SS. 442 und 
443 gefagt worden iſt, 7 AY, wo A eine Function von 
z bedeutet. Man erhält ſodann 


de rar 
a2y d dA dY 
tet 4 L, 


und wenn man dieſe Werthe in die gegebene Gleichung 
ſubſtituirt, und die mit dem Factor 4 behafteten Glieder, 
deren Summe Null iſt, wegläßt, ſo bleibt zur Beſtimmung 
von 4 die 9 


2 = (2 U “tz rt 
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dA 
oder wenn man Fe ſetzt, 


dt dY 
1 4 (2% 00, oder . 2 . 0, 
woraus tom folglich 4 = 4 ln, indie a und 


5 zwei willkürliche Conſtanten bedeuten. 
Man hat alſo für das vollſtändige Integral den Aus— 
druck > 


y= Y(a a ＋ 5 150 
Nun iſt 


d dr 2 4 
15 — f — teaser) rt + ne: +, 
wo d, 8, 2c. leicht zu beſtimmende numeriſche Coefficienten 


ſind. Mithin wird endlich der Ausdruck für das voll— 
ſtändige Integral der gegebenen Gleichung 


2 (i — S ) L ( . .J. 


XXXVI. Differentialgleichungen der erſten Ordnung zwiſchen 
drei Veränderlichen. 


8. 466. Es ſei die Differentialgleichung gegeben 
Pdz + Ody + Rdz—=0, 
in welcher P, O. R beliebige Functionen der drei Veränder— 
lichen æ, y, * bedeuten. Wenn dieſe Gleichung das unmit— 
telbare Reſultat der Differentiation einer primitiven Glei— 
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chung He, , 3) 0 ift, fo genügt ihre linke Seite den 
Integrabilitäts-Bedingungen der Differentialfunctionen der 
erſten Ordnung von drei Veränderlichen, und man kann ihr 
Integral nach den Vorſchriften des §. 370 finden, welches 
ſodann noch durch eine willkürliche er vervollſtän⸗ 
digt werden muß. 

Wenn dagegen die gegebene Gleichung durch die Eli⸗ 
mination einer Conſtante aus der primitiven Gleichung 
Fr, , ) =0 und der unmittelbar daraus hervorgegan— 
genen Differentialgleichung entſtanden iſt, oder wenn man 
nach der Differentiation einen Factor unterdrückt hat, der 
allen Gliedern gemeinſchaftlich war, ſo genügt ſie im allge— 
meinen nicht mehr den Bedingungen der Integrabilität. Da 
jedoch in dieſen Fällen die Gleichung aus einer gegebenen 
Relation zwiſchen den drei Veränderlichen 4, , 2 hergelei— 
tet worden iſt, von denen man zwei, z. B. * und , wie 
unabhängige und die dritte z wie die Function derſelben 
anſehen kann, fo folgt, daß der Werth von dz, welchen die 
obige Gleichung gibt, nämlich 


d = —4 de — 0 ay, 
der allgemeinen Bedingung für den Ausdruck des Differen- 


tials einer Function von zwei unabhängigen Veränderlichen 
Genüge leiſten muß. Man muß alſo haben 


a) 


oder wenn man ausführt, und dabei beachtet, daß noch 2 
in den Functionen P, 0, R enthalten iſt, 


1 dP dz dR dR d 
0 K * I; + die d) 
40 2 dR dR d 
* cz u] an da 2% ds 
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„ eee dä dz; P 
und wenn man hierin für 4 und z ihre Werthe — 7; 


und — 9 7 ſetzt, 


pr 4 dR do 
er 20 4.00 e 

Dieſe Gleichung drückt alſo diejenige Bedingung aus, welche 
nothwendig erfüllt werden muß, damit man in der gegebe— 
nen Differentialgleichung zwei beliebige Veränderliche als 
unabhängige und die dritte als eine Function derſelben an— 
ſehen kann. Als geometriſches Bild der in Rede ſtehenden 
Gleichung kann man ſodann eine Fläche im Raum be— 
trachten. 

§. 467. Wenn der ſo eben nachgewieſenen Bedin— 
gungsgleichung Genüge geſchieht, ſo hängt die Integration 
der gegebenen Differentialgleichung nur noch von der Inte- 
gration einer Differentialgleichung zwiſchen zwei Veränder— 
lichen ab. Betrachtet man nämlich die Veränderliche 2 wie 
conſtant, und ſetzt alſo ds = 0, fo reducirt ſich die gege- 
bene Gleichung auf . 

Pdx + Od = O, 

und gehört in dieſer Form einer Schnittlinie an, welche in 
der Fläche durch eine mit der Ebene zy parallele Ebene zu 
Stande kommt, indem der conſtante Werth, den man der 
Coordinate 2 in den Functionen P und O beigelegt hat, 
den Abſtand der ſchneidenden Ebene von der Ebene 4 be= 
zeichnet. Hat man das Integral dieſer Gleichung gefunden, 
ſo muß man die Conſtante, welche dasſelbe vervollſtändigt, 
wie eine Function von 3 anſehen. Man kann alſo dieſes 
Integral ausdrücken durch 


plz, Y, 2)=Z, 
wo 2 eine Function von z allein bedeutet. Differentürt 
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man dieſe letzte Gleichung, indem man 4, „ s als verän— 
derlich betrachtet, ſo kommt g 


dp dp 4 


und da hier die rechte Seite eine Function von allein iſt, 
ſo muß dasſelbe auch von der linken Seite gelten. Wenn 
man alſo aus den beiden vorſtehenden Gleichungen eine der 
beiden Veränderlichen , y eliminirt, fo muß die andere von 
ſelbſt wegfallen, fo daß nur eine Differentialgleichung zwi⸗ 
ſchen 3 und Z übrig bleibt. Dieſe Gleichung gibt integrirt 
den Ausdruck von durch z, nebſt einer willkürlichen Con— 
ſtante, und die Subftitution desſelben für 2 in die Glei— 
chung g, , 2) = Z liefert das geſuchte Integral. 

S8. 468. Es ſei z. B. die Differentialgleichung gegeben 
(?22-+23) de-+2yz dy—2 (2®+y?+b) dz = 0, 
welche der Bedingungsgleichung des §. 466 Genüge leiſtet. 
Betrachtet man z wie conftant, fo reducirt ſich dieſelbe auf 
A d= dy = 0, 
und das Integral diefer Gleichung, in welchem die Verän— 

derlichen ſchon getrennt find, wird 

% , 
wo Z die willkürliche Conſtante iſt, die hier wie eine Fune— 
tion von 2 angeſehen werden muß. Um dieſe Function zu 
beſtimmen, betrachtet man jetzt auch 3 als veränderlich und 
differentiirt die gefundene Gleichung, wodurch man erhält 
(22+2?) de-+?2y dy+223 d& —= dZ 
oder mit Rückſicht auf die gegebene Gleichung 


2 e de 222 de = di. 


Setzt man in dieſer Gleichung für y feinen Werth aus der 
Gleichung + y?+ =, fo wird auch = wegfallen, 
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und man erhält bloß 
2 es 2 = d, oder 5 — 455 
wovon das Integral iſt 
48 b, 
indem a die willkürliche Conſtante bedeutet. Mit Hülfe des 
Werthes von 2, der aus dieſer Gleichung hervorgeht, ergibt 
ſich nun endlich für das geſuchte Integral der Ausdruck 
2 ＋ ½ ＋ ( — 4) 22 ＋ =. 
§. 469. Wenn die gegebene Differentialgleichung 
Pdx +4 Qdy + Rdz = 0 
der Bedingungsgleichung des §. 466 nicht Genüge leiſtet, 
wenn es alſo nicht möglich iſt, in ihr zwei von den Ver- 
änderlichen als unabhängige und die dritte als eine Fune— 
tion dieſer beiden anzuſehen, fo kann man dieſer Gleichung 
nur dadurch eine analytiſche Bedeutung beilegen, daß man 
annimmt, daß zwei von den Veränderlichen durch eine zwar 
unbekannte, aber dennoch vorhandene Relation mit einander 
verbunden ſind. Man muß alſo z. B. die Vorausſetzung 
machen, daß zwiſchen z und y eine Gleichung von der Form 
G ,)) = beſteht, vermöge deren ſodann die gegebene Glei— 
chung ſich auf eine Gleichung zwiſchen nur zwei Verän- 
derlichen reducirt, und mithin nach der Beſtimmung der 
Function ꝙ integrirt werden kann. Als geometriſches Bild 
der gegebenen Gleichung kann in dieſem Falle nicht mehr 
eine Fläche im Raume angeſehen werden; vielmehr ſtellt 
die Function 2 die Ordinate von unzählig vielen Curven 
dar, welche man einzeln erhält, nachdem man willkürlich 
in der Ebene 4 die Projectionen dieſer Curven, denen 
die no (, /) = 0 zugehört, vorgezeichnet hat. 


— 


* 
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XXXVII. Partielle Differentialgleichungen der erſten Ordnung. 


§. 470. Wenn zwei unabhängige Veränderliche z und 
y nebft einer dritten Veränderlichen 3 vorliegen, welche wie 
eine Pipe der beiden erſteren angeſehen wird, jo bedeu— 


ten @ 72 45 und — o die partiellen Differentialverhältniffe der Func— 


ne 2, sb. in Bezug auf „ und auf y genommen; d. h. 
die A von 2, welche der Zunahme de von 4 ent— 


ſpricht, beträgt 45 de; und die Zunahme von 2, welche 


der Zunahme dy von y entſpricht, beträgt 5 dy. Unter 


einer Gleichung mit partiellen Differentialen, oder kürzer, 
einer partiellen Differentialgleichung von der er— 
ſten Ordnung und zwiſchen den Veränderlichen , y, z ver 
ſteht 2. überhaupt eine Relation zwiſchen den Größen 


dz { 
4, , S, en 4% und man kann demnach eine ſolche allge— 
mein darſtellen durch 


dz ds 
e 9, da’ dy 7 0, 

Es handelt fih nun darum, die Bedeutung einer ſolchen 
Gleichung auszumitteln, und zu unterfuchen, wie die primi— 
tive Gleichung beſchaffen ſein könne, der ſie entſprechen muß. 

Man kann die unabhängigen Veränderlichen z und y 
wie zwei horizontale rechtwinklige Abfeiffen und die Verän- 
derliche 3 wie eine vertikale Ordinate anſehen. Wenn man 
alſo z wie eine Function von = und ; betrachtet, fo iſt das 
geometriſche Bild einer Relation zwiſchen dieſen drei Ver— 
änderlichen eine Fläche im Raume. Geſtützt hierauf kann 
man nun verſuchen, die in der obigen Gleichung enthaltene 
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Fläche zu conſtruiren. 56 Ber Gleichung den Werth einer 
jeden der Größen 4, y, 8, 2 5 h liefer, ſobald die vier an— 


deren bekannt ſind, ſo läßt ſch dieſe Conſtruction auf fol— 
gende Weiſe vornehmen. 


In der Ebene as zeichne man eine beliebige Curve, 
welche wie die Durchſchnittslinie der geſuchten Fläche mit 
dieſer Ebene angeſehen werden ſoll. Für jeden Punkt dieſer 


Curve kennt man 4, y (deffen Werth Null iſt), z und 455 


die gegebene Gleichung liefert alſo 5 und damit iſt die 


berührende Ebene der geſuchten dläche, ihrer Lage nach, 
in der ganzen Ausdehnung der in Rede ſtehenden Curve 
feſtgeſtelt. Wenn man ſich nun eine Ebene parallel zu 
der Ebene as und in einem ſehr kleinen Abſtande Ay von 
derſelben gelegt denkt, ſo kennt man die Durchſchnittslinie 
der Fläche mit dieſer Ebene mit einer deſto größeren Ge- 
nauigkeit, je kleiner Ay angenommen worden iſt. Dieſer 
Durchſchnittslinie kann man ſich wieder bedienen, um auf 
dieſelbe Weiſe eine neue Durchſchnittslinie mit einer zweiten 
Ebene zu conſtruiren, die in dem Abſtande Ay von der 
erſteren gelegt wird; und ſo fort. Auf dieſe Weiſe iſt im 
allgemeinen die Fläche in ihrer ganzen Ausdehnung durch 
die gegebene Differentialgleichung beſtimmt, ſobald man die 
Durchſchnittslinie dieſer Fläche mit irgend einer mit der 
Ebene s parallelen Ebene willkürlich angenommen hat. Es 
iſt übrigens ſogleich klar, daß dasſelbe eintreten würde, 
wenn man die Durchſchnittslinie der Fläche mit einer mit der 
Ebene y3 parallelen Ebene willkürlich annehmen wollte. 
Hieraus erkennt man, daß die gegebene Differential- 
gleichung einer unendlich großen Menge verſchiedener Flä— 
chen angehört, welche ſämmtlich eine durch dieſe Gleichung 
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ausgeſprochene gemeinſame Eigenſchaft beſitzen. Die Geſtalt 
einer jeden Fläche hängt von derjenigen der willkürlichen 
Curve ab, durch welche man jene hat durchgehen laſſen. 
Will man, daß das Integral der gegebenen Gleichung eine 
eben fo ausgedehnte Bedeutung habe wie dieſe Gleichung 
ſelbſt, ſo muß es alle die in Rede ſtehenden Curven zugleich 
darſtellen. Dieſes Integral muß alſo nicht nur der Bedin— 
gung entſprechen, der gegebenen Differentialgleichung Genüge 
zu leiſten, ſondern auch überdies eine willkürliche Function 
in ſich enthalten. 
§. 471. Die Richtigkeit diefer. letzten Folgerung wird 
man beſtätigt finden, wenn man bemerkt, daß aus einer 
gegebenen primitiven Gleichung, die eine unbeſtimmte Fune— 
tion enthält, immer eine Gleichung der erſten Ordnung her— 
geleitet werden kann, in welcher dieſe Function völlig ver— 
ſchwunden iſt. Es ſei z. B. die Gleichung gegeben 
F[z, 9, &, p(u)] — O, 
in welcher u eine gewiſſe Function von 4, , 2 bedeutet, 
und qu) eine unbeſtimmte Function von u iſt. Durch 
Differentiation dieſer Gleichung, ſowol in Bezug auf © 
als u in Bezug auf , erhält man 
d d dF dy(u) du dz 
d. tt au 75 h 4% 


dF d dF dy(u) du dz 
ar: de dy ar dg) du „tz: de 750 me 


Eliminirt man nun ꝙ (u) und um aus dieſen beiden Glei- 


==) 


chungen und der gegebenen Giächeng jo bleibt eine Diffe- 
rentialgleichung der erſten Ordnung, in welcher die Function 
Y nicht mehr vorkommt. Dieſe Gleichung drückt mithin 
eine Relation aus, die immer erfüllt wird, welche Form 
man auch der Function q in der primitiven Gleichung 
beilegen mag. 
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§. 472. Man betrachte nun enen eine primitive 
Gleichung 5 
F(æ, , ⁊, a, 60 (650 
in welcher a und ö zwei Conſtanten bezeichnen. Differenz 
tiirt man aer in Bezug auf = und auf , fo kommt 
dF dz dF d ds 
Erz a 0, J H (2) 
Aus dieſen beiden Gleichungen und der primitiven Gleichung 
kann man die Conſtanten a und 5 eliminiren. Man erhält 
dadurch eine Differentialgleichung der erſten Ordnung, in 
welcher dieſe Conſtanten verſchwunden find, und welche mit— 
hin eine Eigenſchaft ausſpricht, die von den beſonderen 
Werthen der Conſtanten völlig unabhängig iſt. Dieſe 
Gleichung werde bezeichnet mit 


dz d. 8 
( 9, &, da 40 0. (3) 


Man ſieht hieraus zunächſt, daß wenn die Gleichung 
(3) gegeben ift, das Integral derſelben oder diejenige pri- 
mitive Gleichung, von welcher ſie abhängt, zwei willkürliche 
Conſtanten enthalten muß. 

Aber wenn man a in der Gleichung (1) wie eine 
Veränderliche anſieht, und 5 wie eine Function von a, fo 
werden die beiden aus ihr hervorgehenden Differential- 
n ſein 


dF dz dr 670) (da J. 4 de 
4 . 4 45 4 % Ce * r 0 
47 J. 4 de, 4 db da de 

40 f 4 4% 4420652 ai 


Nun werden dieſe beiden Gleichungen identiſch mit den 
Gleichungen (2), wenn die Bedingung erfüllt wird 


dF db 
10 +5 ab da un 
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Mithin führt die Gleichung (1) noch immer zu der näm— 
lichen partiellen Differentialgleichung (3), wenn man in ihr 
a wie Veränderliche und 5 wie irgend eine Function von 
a anſieht, vorausgeſetzt, daß a fo gewählt wird, daß der 
Gleichung — + eg Genüge geſchieht. 

x da db da 

Wenn alſo eine partielle Differentialgleichung der erften 
Ordnung als gegeben vorliegt, und man eine primitive Glei- 
chung F=0 mit zwei willkürlichen Conſtanten a und ö ge— 
funden hat, welche jener Gleichung Genüge leiſtet, ſo erhält 
man eine viel allgemeinere Auflöſung, indem man b=Y (a) 


d d 
annimmt, wo a durch die Gleichung 1. 4 40 1 — 


men iſt. Dieſe Function q iſt ſodann die willkürliche Fune— 
tion, welche der Auflöſung die nöthige Allgemeinheit gibt. 

§. 473. Es iſt nicht überflüſſig zu bemerken, daß 
man in der primitiven Gleichung (1) auch hätte a und 5 
wie zwei von einander unabhängige veränderliche Größen 
anſehen können, in welchem Falle die beiden derivirten 
Gleichungen e ſein würden 


zu beſtim⸗ 


M , dF da da dz db .dz 


4 L 4 4. . 4 Par: ta 45 L 4 dr v 
= dF dz 1 2 dz 3 dz 
dz a Pu 4% ＋ 4 db (% . de 4%) 0, 


ab in die 1 (2) übergehen, wenn man ſetzt 
dF dF 
= 0, und 7 0. 


Wenn alſo die primitive Gleichung T = 0, welche die bei⸗ 
den willkürlichen Conſtanten a und 5 enthält, einer gege— 
benen partiellen Differentialgleichung Genüge leiſtet, ſo wird 
dieſer Gleichung auch dann noch Genüge geſchehen, wenn 
man ſtatt der Conſtanten a und d die beiden durch % 
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ausgedrückten Werthe dieſer Größen an die Stelle ſetzt, 
welche aus den Gleichungen = O und 4 hervorgehen. 


Da jedoch das auf dieſem Wege erhaltene Reſultat keine 
willkürliche Function enthält, ſo ſtellt es nur eine beſondere 
Auflöſung der gegebenen Gleichung dar. 

8. 474. In der Geometrie ſtellt die Gleichung (1), 
mit zwei willkürlichen Conſtanten, eine unendliche Menge 
von Flächen dar, welche allen Werthen entſprechen, die man 
dieſen Conſtanten beilegen kann, und welche zugleich ſämmt— 
lich in der partiellen Differentialgleichung (3) enthalten ſind. 
Wenn man 5 fla) ſetzt, wo ꝙ das Zeichen für eine be— 
liebige Function iſt, ſo betrachtet man diejenige Reihe von 
Flächen, welche aus der Function Y hervorgeht, indem man 
für a nach und nach alle möglichen Werthe von — 00 bis 
＋ annimmt. Wenn man ferner für a in der Gleichung 
Fe, y,2, a, g(a)] = den Werth 4 da an die Stelle 


ſett, fo wird das Reſultat, welches mit 7 ＋ 4 da — 0 


bezeichnet werden kann, einer in dieſer Reihe enthaltenen 
Fläche angehören, die derjenigen Fläche unendlich nahe liegt, 
welche durch die Gleichung FP dargeſtellt wird. Mithin 
wird das Syſtem der beiden Gleichungen 


F=0 und 7 4 da=0, 
oder, einfacher, der beiden Gleichungen 
dF 
F=0 und 5 0, 


der Durchſchniitslinie der beiden auf einander folgenden 
Flächen angehören, welche Linie, nach Monge, mit dem 
Namen der charakteriſtiſchen Linie belegt wird. Und 
wenn man aus den beiden in Rede ſtehenden Gleichungen 
die Größe a eliminirt, fo wird das Reſultat, welches eine 
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Gleichung zwiſchen 4, 5, 2 iſt, einer Fläche angehören, die 
den geometriſchen Ort dieſer Durchſchnittslinien bildet; d. h. 
der einhüllenden Fläche derjenigen Flächen, welche 
aus der Gleichung Fe, , 2, a, ꝙ (4 = 0 hervorgehen, 
indem man darin für a alle möglichen Werthe ſetzt. 

Nun muß offenbar die gegebene Differentialgleichung 
auch dieſer einhüllenden Fläche angehören, weil die berüh— 
rende Ebene immer den eingehüllten Flächen und der ein— 
hüllenden . 1 iſt und folglich auch die 
Werthe von 4 und 4, 7 welche die Lage dieſer Ebene be— 
ſtimmen, selten gemein (haft zukommen. Setzt man aber 
Yla) an die Stelle von 6, fo wird die Gleichung 42 . 


identisch mit der Gleichung 4 , — o des 8. 472. 


Man erkennt alſo, daß die allgemeine Auflöſung der gege— 
benen Differentialgleichung ausgedrückt wird durch das 
Syſtem der beiden Gleichungen 

dF db 


F(z, y, x, a, ) 0 und 45 1 O, 


wenn man hierin ſtatt 5 eine beliebige Function Y(a) an 
die Stelle ſetzt und darauf a aus beiden Gleichungen eliminirt. 

§. 475. Wenn man ferner in der Gleichung (/ , == 
die Größe a allein ſich ändern läßt, wodurch man erhält 


2 F+ 4 da = 0, und wenn man ſodann die N b allein 


ſich ändern läßt, wodurch man erhält 7 ＋ 0 * 0, ſo 
ſtellt das Syſtem der Gleichungen 
F=0 und = —( 
4 


eine charakteriſtiſche Linie dar, welche einer gewiſſen einhül— 
Navier, Diff. und Integralr. II. Band. 9 
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lenden Fläche angehört; und ebenſo ſtellt das Syſtem der 
Gleichungen 


, 
F und 5 0 


eine andere charakteriſtiſche Linie dar, welche einer andern 
einhüllenden Fläche angehört, die der erſteren unendlich nahe 
liegt. Das Syſtem der drei Gleichungen 
3 dF dF 

gehört mithin den Durchſchnittspunkten dieſer beiden cha- 
rakteriſtiſchen Linien an. Folglich wenn man a und b aus 
dieſen drei Gleichungen eliminirt, ſo wird die daraus hervor— 
gehende Gleichung, die noch ©, , s enthält, eine Fläche dar- 
ſtellen, welche der geometriſche Ort aller dieſer Durchſchnitts— 
punkte iſt, d. h. eine Fläche, welche alle die oben genann— 
ten einbülfenden Flächen berührt und wiederum einhüllt, und 
zugleich von allen charakteriſtiſchen Linien berührt wird. 
Dieſer Fläche muß die gegebene Differentialgleichung gleich— 
falls noch angehören; aber ſie entſpricht augenſcheinlich nur 
einer beſonderen Auflöſung dieſer Gleichung. 

Es mag noch bemerkt werden, daß ſich immer mehrere 
von einander verſchiedene Gleichungen, analog der Glei— 
chung (1) des §. 472 und mit zwei willkürlichen Conſtan⸗ 
ten verſehen, angeben laſſen, welche ſammtlich zu der näm- 
lichen Differentialgleichung (3) führen, und die nämlichen 
einhüllenden Flächen hervorbringen, denen ſowol das all 
gemeine Integral als auch die ſo eben nachgewieſene beſon— 
dere Auflöſung dieſer Gleichung entſprechen. 


Integration der lineären Gleichungen von der erſten Ordnung. 

§. 476. Eine partielle Differentialgleichung iſt lineär, 
ſobald die Differentialverhältniſſe nur in der erſten Potenz 
in ihr vorkommen. Der einfachſte Fall iſt derjenige, wo 
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dieſe Differentialverhältniſſe mit Conſtanten multiplicirt find. 
Gleichungen dieſer Art haben die Eigenſchaft, daß ihnen 
durch die Summe einer beliebigen Anzahl von beſonderen 
Werthen Genüge geſchieht, aus welcher Eigenſchaft unmit— 
telbar ihr Integral gefunden werden kann. 

Es ſei nämlich die Gleichung gegeben 


d d ’ 
Far + 04% — 0, 
wo P und Q conftante Zahlen bedeuten. Man nehme als 


beſondern Werth, indem man mit m und n zwei Conſtan— 
ten bezeichnet, 


2 e , = 
fo erhält man 
de Any de many 
+ N ne 


folglich durch Subſtitution diefer Ausdrücke in die gegebene 
Gleichung 
mP 


mn = , woraus n = — * 
Py 

m 2— — 

Der Werth 2 = e ( 70 oder auch 2 ee, in 

welchem m unbeſtimmt bleibt, leiſtet alfo der gegebenen Glei— 

chung Genüge. Man kann mithin auch als Ausdruck für die 

Function 3 eine Reihe annehmen, welche aus einer belie— 

bigen Anzahl von Gliedern gebildet iſt, von der Form 

2 die- . A. % % - 4, (Ty) I- 2c., 

worin m, ma, My, ꝛc., Ay, Az, As, 2. vollkommen willkür⸗ 

liche Conſtanten bedeuten. Nun iſt klar, daß eine ſolche 

Reihe gleichbedeutend iſt mit einer willkürlichen Function der 

Größe Or — Py, welche in allen ihren Gliedern vorkommt. 

Man kann alſo ſtatt der vorigen Formel ſchreiben 


3 0 — P) 


9 * 
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indem q das Zeichen für eine willkürliche Function iſt; 
und dieſer Ausdruck enthält demnach das allgemeine Inte— 
gral der gegebenen Gleichung. Es iſt übrigens leicht, ſich 
davon zu überzeugen, daß dieſer Ausdruck für z in der That 
der vorgelegten Gleichung Genüge leiſtet. 

8. 477. Die ten 


in welcher ? und O noch immer conftante Zahlen bedeuten, 
kann auf dieſelbe Weiſe integrirt werden. Die Subftitus 
tion des beſonderen Werthes 3 — et”? liefert die Be- 
dingungsgleichung 
110 1—mP 

mP n =I, woraus m . oder n = 
Folglich werden die Ausdrücke 

Y * F * Or 

en ae „ 
2 = o s „und 2 el 2 


in denen die Conſtanten m oder n willkürlich bleiben, der 
gegebenen Gleichung Genüge leiſten. Dieſer Gleichung ge— 
ſchieht aber a noch Genüge durch die Werthe 


= eo 0. gm) und 2 BI er Pre) 
mithin auch durch die beiden Reihen 


2 1 
z el A, e- - A. e) + A, - ＋u.] 


z—e’[B, er) A eV- Or) , e- 0x) + .], 
in denen 41, Aa, 2, mi, ms, %., Bi, Ba, %., 17, 12, ꝛc., 
willkürliche Conſtanten bedeuten. Dieſe Reihen endlich ſind 
gleichbedeutend mit den Ausdrücken 


. = 
eb. GH , er. UU O), 
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wo ꝙ und u die Zeichen für willkürliche Functionen find. 
Es iſt leicht zu erkennen, daß durch dieſe beiden Ausdrücke 
übereinſtimmend die nämliche Fläche dargeſtellt werden kann. 
Der eine wie der andere Ausdruck iſt das allgemeine In— 
tegral der gegebenen Gleichung. 

$. 478. Man betrachte jetzt die Gleichung 


dz dz 
lar L 0% = 

in welcher P, O, R beliebige Functionen der Veränderlichen 
x, , 3 vorſtellen. Bezeichnet man mit 

F(æ, Y, 2) — 0 
das allgemeine Integral dieſer Gleichung, welche eine will— 
kürliche Function dieſer Veränderlichen in ſich enthalten muß, 
fo liefert die Differentiation desſelben in Bezug auf * und 
auf y 


af 

Hr r PRRDEDRL. 

25 en 30 woraus = — af 
d 

ai 

/i fd N „ 
ET „ woraus Teer 
de 


Dieſe Werthe von # und 40 müſſen der gegebenen Glei— 


chung Genüge leiſten, und man findet durch Subſtitution 
derſelben die Gleichung 


Pt + RT 0. 


Ueberdies aber ift das age Differential der Glei⸗ 
chung 7, , 5 0 folgendes 


, 
47 4 4 % % 4 Ti, 
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Nimmt man hieraus den Werth von 45 und ſetzt denſel⸗ 
ben in die vorige Gleichung, ſo kommt 
af . 
(Pdy — Od) 5 + (Pdz — Rd.) 0 


Da nun die Function f(z, , Y) eine willkürliche Function 
der Veränderlichen &, y, z in ſich enthalten muß, fo iſt es 
nothwendig, daß dieſer letzten Gleichung Genüge geſchehe, 
wie auch die Werthe der Functionen 4% d 4 beſchaffen 
ſein mögen; woraus folgt, daß man einzeln die beiden 
Gleichungen haben muß 

Pdy — Od = O, 

Pdz — Rdx = O, 
welche überdies durch Elimination von de geben 

Qdz — Rdy = O. 

Dieſe drei Gleichungen, welche keine partiellen Differen— 
tiale enthalten, und von denen je zwei die dritte zur Folge 
baben, ergeben ſich mit Nothwendigkeit aus der vorgelegten 
partiellen Differentialgleichung und beſtehen immer zugleich 
mit ihr. N 

Man nehme nun an, daß man aus dieſen drei Glei— 
chungen, oder aus einer beliebigen Combination derſelben, 
durch Integration zwei primitive Gleichungen herleiten 
könne, von denen jede eine willkürliche Conſtante enthält, 
und die mit 

M=a, N=b 
bezeichnet werden mögen, wo a und b die beiden willkür— 
lichen. Conſtanten und M und N zwei Functionen von , , 3 
bedeuten. Aus den beiden Gleichungen M = a und N = 
kann man ſodann die Werthe von = und y durch z aus- 
drücken, und dieſelben in die Gleichung Fer, y, 3) = 0 fub- 
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ſtituiren, welche in Folge deſſen nur noch die Veränderliche 
2 nebſt den willkürlichen Conſtanten a und 5 und anderen 
nicht willkürlichen Conſtanten enthalten wird. Oder viel— 
mehr, da man haben muß 4/ =, fo kann auch die Ver— 
änderliche 2 nach der Subftitution der Werthe für v und y 
nicht mehr in dieſer Gleichung vorkommen. Mithin wird 
die Gleichung F, , 3) 0 ſich einzig und allein auf 
eine Relation zwiſchen den Größen a und 5 reduciren, die 
man bezeichnen kann mit N 0 
h (a, b) O, 
wo / eine vollkommen willkürliche Function bedeutet. Und 
da man für a und “ ihre Werthe M und N als Func— 
tionen von 4, , Ban die Stelle ſetzen kann, fo ſieht man, 
daß das geſuchte Integral ſein wird 
$ (M, V) = O, 
oder auch, wenn man mit ch gleichfalls eine willkürliche 
Function bezeichnet 
NV (J. 
§. 479. Die geometrifchen Betrachtungen des §. 474 
führen zu demſelben Reſultate. Man bemerke nämlich, 
daß ſich der gegebenen Gleichung 


dz dz 


immer die allgemeine Gleichung zur Seite ſtellen läßt 


dz 1 
dz = ER dx * dy. 


Eliminirt man © oder 85 ſo findet man die beiden von 
einander verſchiedenen Gleichungen 
(Pdy — Od) 1 — Rdy — OA 


dz 


(Pdy — Od) FRE Is — Rd, 
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denen immer nothwendig von ſelbſt Genüge geſchehen muß. 
Denn im ien ese würde man aus ihnen 


beſtimmte Werthe von — 45 und > 5 ausgedrückt durch m, , 8 


erhalten, und dies iſt e weil die gegebene Glei- 
chung nicht die Lage der berührenden Ebene in einem be— 
liebigen gegebenen Punkte beſtimmen kann, da ſich durch die— 
ſen Punkt eine unendlich große Anzahl von Flächen legen 
läßt, welche ſämmtlich in der gegebenen Gleichung enthalten 
ſind. Man hat alſo einzeln die drei Gleichungen 


Pdy — Odꝰ = 0 
Pdz Rdæ = 0 
Ods — Rdy = O, 
von denen je zwei die dritte zur Folge haben. . 


Da die in diefen Gleichungen ausgeſprochenen Relatio— 
nen aus der gegebenen Differentialgleichung hervorgegangen 
ſind, ſo muß die Curve, welcher ſie angehören, aus dem 
Durchſchnitte zweier von denjenigen Flächen entſtehen, die 
die gegebene Gleichung ſelbſt darſtellt; folglich ift dieſe Curve 
nichts anderes als die im §. 474 fo genannte charakteri- 
ſtiſche Linie. Leitet man aus den vorſtehenden Differential- 
gleichungen ihre primitiven Gleichungen her, unter der Form 

Ma, 1 
fo werden dieſe alle möglichen charakteriſtiſchen Linien dar— 
ſtellen, wenn man in ihnen die Conſtanten a und 5 nach 
Gefallen ſich ändern läßt. Betrachtet man aber b wie eine 
beliebige Function P von a, fo werden die beiden Glei— 
chungen 

M=.4, N = g(a) 
nur noch diejenige Reihe von charakteriſtiſchen Linien dar— 
ſtellen, welche durch die Natur der Function 9 gegeben iſt, 
ſobald man a alle Werthe von — 00 bis Po durchlaufen 
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läßt. Eliminirt man endlich a aus dieſen beiden letzten 
Gleichungen, ſo wird das Reſultat der Elimination, nämlich 
= (A), 
derjenigen Fläche angehören, welche der geometriſche Ort 
dieſer Reihe von charakteriſtiſchen Linien iſt, oder, in Bes 
tracht der Unbeſtimmtheit der Function ꝙ, einer jeden der 
einhüllenden Flächen, denen die gegebene Differentialgleichung 
entſpricht und deren Ausdruck in dem allgemeinen Integrale 
dieſer Gleichung enthalten iſt. N 
§. 480. Bis hieher wurde die Vorausſetzung gemacht, 
daß man zwei von den Gleichungen der charakteriſtiſchen 
Linie oder irgend zwei aus der Combination derſelben her— 
vorgegangene Gleichungen integriren könne. Dieſe Inte— 
gration iſt jedoch nicht immer möglich, weil die drei Ver— 
änderlichen , , „ ſich zugleich in den in Rede ſtehenden 
Gleichungen vorfinden, während dieſe Gleichungen nur die 
Differentiale von zweien derſelben enthalten. Aber man 
kann ſich dennoch immer das allgemeine Integral aus dieſen 
Gleichungen unter derjenigen Form hergeleitet denken, welche 
in den vorigen SS. aufgeſtellt worden iſt. Betrachtet man 
nämlich z. B. die beiden Gleichungen 
Pdz — Rd = 0 
Qdz Rd = O, 
ſo kann man in denſelben, da ſie eine Curve darſtellen, nur 
eine von den Veränderlichen als unabhängige anſehen. Es 
ſei dieſe z. B. die Veränderliche 2, fo werden die beiden 
Gleichungen, außer den Veränderlichen , , 2, reſp. die 


Differentialverhältniſſe 2 und a enthalten. Differentiirt 


man die erſtere, ſo ergibt ſich eine Differentialgleichung der 
zweiten Ordnung, in welcher die Differentialverhältniſſe 
d dy 


da 4 
2 a und der vorkommen. Man hat alſo jetzt drei 
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12. ya 3 
Gleichungen, aus denen man y und = eliminiren kann; das 


Reſultat der Elimination wird eine Differentialgleichung der 
zweiten Ordnung zwiſchen den Veränderlichen z und ſein, 
deren Behandlung unter die früheren Methoden fällt. 
Nun hat, gemäß dem S. 424, dieſe Gleichung noth— 
wendig zwei Integrale der erſten Ordnung, von denen jedes 
eine willkürliche Conſtante enthält. Hat man dieſe Inte- 
grale gefunden, und eliminirt man aus ihnen die Function 


ut welche fie beide enthalten, mit Hülfe der Gleichung 


P— RT O, fo bleiben zwei Gleichungen, von denen 


jede eine Relation zwiſchen den Veränderlichen , 3 und 
einer willkürlichen Conſtante darſtellt. Dieſe Gleichungen 
kann man unter die Form bringen 
Aa, N= y(a), 
und fie geben, wie oben, für das geſuchte Integral 
N=g(M. 

Die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
der erſten Ordnung kann demnach, wenn dieſe Gleichung 
lineär iſt, immer auf die Integration einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung der zweiten Ordnung zwiſchen zwei 
Veränderlichen zurückgeführt werden. 

$. 481. Die Methode des $. 478 läßt ſich ſofort auch 
auf die Fälle übertragen, wo die gegebene partielle Diffe— 
rentialgleichung eine größere Anzahl von Veränderlichen 
enthält. Wenn z. B. die Gleichung gegeben iſt 


PEHOCHRE=]T, 
ſo Je man das Re Integral derſelben dar durch 
FG, 4, y, 2) = 0. 
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Differentürt man dasſelbe einzeln in Bezug auf die Vers 
änderlichen , y, 8, fo erhält man 


af af 47 
do de do h d dz 
F ET SuBEie 0 Sn, ap 

dv dv dv 


und durch Subſtitution dieſer Wach verwandelt ſich die 
gegebene 1 0 in 


„ e 


Ferner hat man, indem man v, 4, , 8 ſich ändern 
läßt, 


4% + de . 4% % 4 4 0. 


i d + 
Die Elimination von aus dieſen beiden Gleichungen 


dv 
gibt 
Te) & + (Tay- Od + MER) o. 


und dieſer Gleichung geſchieht a ohne die Function 
f zu beſtimmen, wenn man ſetzt 


Tdz — Pdv = 0 
Tdy Odo = 0 
Tdz — Ra = O, 
woraus außerdem noch die drei andern Gleichungen folgen 
Pdy Od = 
Pdz — Rdr = 0 
Od — Rdy = 0. 


Dieſe ſechs Differentialgleichungen, in denen keine par— 
tiellen Differentiale mehr vorkommen, ſtellen alſo diejenigen 
Bedingungen dar, welche die Veränderlichen v, 4, , s er— 
füllen müſſen, damit die primitive Function f(v, ©, , 2) 


— 


http://rcin.org.pl 


140 XXXVII. Abſchnitt. 


das Differential Null habe, d. h. nur noch Conſtanten 
enthalten koͤnne. Wenn man mithin für irgend drei von 
jenen Gleichungen die drei Integrale findet 

L=a, M=b, Ve, 
wo a, ö, e die willkürlichen Conſtanten bedeuten, fo wird 
die Subſtitution der Werthe dreier Veränderlichen, welche 
ſich aus dieſem Integrale ergeben, in F(% , / 3) nothwendig 
auch die vierte Veränderliche zum Verſchwinden bringen, 
fo daß dieſe Function ſich in eine Function von 4, ), e 
verwandelt, welche bezeichnet werden mag mit 

® (a,b, c). 

Setzt man hierin für a,d,c ihre Werthe, ausgedrückt durch 
v, , / &, jo erhält man als geſuchtes Integral die Gleichung 
b (L, M, V) o, oder Y = L W. 

Auf ähnliche Weiſe wird man bei einer noch größeren 
Anzahl von Veränderlichen zu Werke gehen. 
§. 482. Eine beſondere Betrachtung verdient der Fall, 
wo in der partiellen Differentialgleichung 
d d 
Piz +0 Am R 
eines der Glieder fehlt, weil alsdann die Integration nur 
noch von derjenigen einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
der erſten Ordnung abhängt. 
Es ſei z. B. das erſte Glied nicht vorbanden, oder 
P =. Die Gleichungen der charakteriſtiſchen Linie, §§. 478 
und 479, verwandeln ſich ſodann in 
d 0 
Od Rd/y = O 
Die erſte Gleichung gibt 
, 
wo a eine willkürliche Conſtante bedeutet; und dieſe Glei— 
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chung ſagt aus, daß die charakteriſtiſche Linie ſich beſtändig 
in einer Ebene befindet, welche rechtwinklig zu der Achſe der 
x liegt. Da conſtant iſt, fo hat man in der zweiten 
Gleichung nur noch 5 und = als Veränderliche anzuſehen. 
Das Integral dieſer Gleichung ſei 
N=b, 
wo b die willkürliche Conſtante ift. Setzt man jetzt p(a) 
ſtatt ö, und eliminirt a aus den beiden Gleichungen Sa 
und V= la), fo erhält man als geſuchtes Integral 
2 . 
§. 483. Man kann das vorſtehende Verfahren auch 
auf die einfachen Fälle anwenden, welche in den §§. 476 
und 477 behandelt worden ſind. In dem Falle des §. 476 
ſind P und 0 conftant, und K = 0. Die Gleichungen der 
charakteriſtiſchen Linie werden alſo 


Pdy Od — 0 
de U 
Ihre Integrale find 
Py— O 4 
zu. 


Setzt man alſo ö = y(a), fo erhält man nad) §. 478 als 
allgemeines Integral 


N plPy . 0x), 
übereinſtimmend mit §. 476. 


§. 484. In dem Falle des §. 477, wo die gegebene 
Gleichung war 


d d 
PET % 


find P und O conftant, und R = 2. Die Gleichungen der 
charakteriſtiſchen Linie werden 
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Pay — Ode — 0 
Pdz — zdx = 0 
Odz — zdy = O. 


Sie laſſen fi unmittelbar integriren, und geben als In— 
tegrale 
Py— 0x =a 


P. Ia - = Const oder z.e 7 5 


2 
O. EK -= Const oder 32. Sc, 
wo a, ö, e drei willkürliche Conſtanten find. Man kann 
alſo nach §. 478 als das geſuchte Integral anſehen 


2 1 

2 . e 7 g - 0x), oder . e = 0 (Py— 0x), 
wo q und w willkürliche Functionen anzeigen; und dieſes 
ſtimmt mit demjenigen Reſultate überein, welches auf ande— 
rem Wege im $. 477 gefunden wurde. Außerdem kann 
man noch durch Combinirung der zweiten und dritten 
Gleichung der charakteriſtiſchen Linie ein drittes Integral 
aufſtellen, nämlich 


2.0. 8 7) 


wo x das Zeichen einer willkürlichen Function iſt; jedoch 
iſt dieſes Integral ſchon in den beiden andern enthalten, 
und liefert nichts Neues. Denn da die letzteren anzeigen, 


® 2 
daß 3. % F und 3. 2 Functionen von der nämlichen 
Größe Py — Os find, fo müſſen beide Größen nothwendig 
auch Functionen von einander ſein. Es wurde übrigens 
ſchon früher bemerkt, daß die beiden zuerſt gefundenen Glei— 
chungen ein und dasſelbe ausdrücken und mit einander 
gleichbedeutend ſind. 
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$. 485. Als Beiſpiel diene die ſehr einfache Gleichung 
d dz f 
Die Gleichungen der charakteriſtiſchen Linie reduciren ſich auf 
ydy E A = , woraus / ＋ . = 
d = O, 2 b. 


Das Integral der gegebenen Gleichung wird alſo 
Anh ee. 

wo @ eine willkürliche Function anzeigt. Dieſes Reſultat 
läßt ſich auf geometriſchem Wege leicht beſtätigen. Die Glei— 
chung 7 45 — 25 — 0 ſagt nämlich aus, daß die Projection 
der Normale derjenigen Fläche, der dieſe Gleichung ange- 
hört, auf die Ebene 47, immer durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten geht; oder, wenn man will, daß die Normale 
immer die Achſe der z trifft. Dieſe Eigenſchaft kommt jeder 
Rotationsfläche zu, deren Achſe mit der Achſe der 2 zuſam— 
menfällt, dagegen keiner anderen Fläche. Nun iſt klar, daß 
die primitive Gleichung 8 = g + ) ausdrückt, daß die 
Ordinate z fi nicht ändert, fo lange die Größe r + y? 
unverändert bleibt; oder daß der Durchſchnitt der Fläche 
mit einer Ebene, welche rechtwinklig zu der Achſe der z liegt, 
ein Kreis iſt. Mithin gehört dieſe Gleichung gleichfalls jeder 
Rotationsfläche an, welche um die Achſe der 2 durch eine 
beliebige Linie beſchrieben wird, und beſitzt demnach denſelben 
Grad von Allgemeinheit wie die gegebene Differentialgleichung. 

Eine der Gleichung Fer, , &, a, b) = 0 des §. 472 
analoge Gleichung iſt hier 

* E=. he, 

welche Gleichung irgend eine Kugelfläche darſtellt, deren 
Mittelpunkt in der Achſe der = liegt. Wenn man nämlich 
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von dieſer Gleichung die beiden partiellen Differentialglei— 
chungen der erſten Ordnung nimmt, welche ſind 


GO =, „E O0 


fo verſchwindet unmittelbar die Conſtante ö; und wenn man 
aus beiden ſodann die Conſtante 4 e. u gelangt man 


wieder zu der gegebenen Gleichung 1 4 — 4 4 9 0. Aber 


dieſe letzte Gleichung gehört nicht bloß jeder gugaſlache an, 
deren Mittelpunkt in der Achſe der z liegt. Sie entſpricht 
gleichfalls jeder einhüllenden Fläche der auf einander folgen— 
den Lagen einer Kugel, deren Mittelpunkt ſeinen Ort in 
der Achſe der 2 verändert durch Aenderung der Conſtante a, 
und deren Halbmeſſer 5 zu gleicher Zeit ſich nach einem ge— 
wiſſen Geſetze verändert, welches durch die Relation ö = la) 
ausgedrückt wird. Dieſe einhüllende Fläche, deren Gleichung 
durch die Elimination von @ aus den beiden Gleichungen 

* N G ö, — 2 = 46õů 
nach Feſtſtellung der Function ꝙ gefunden werden kann, 
iſt augenſcheinlich nichts anderes als eine Rotationsfläche, 
deren Achſe mit der Achſe der 5 zuſammenfällt. Ferner 
muß offenbar die zweite der beiden vorſtehenden Gleichun— 
gen a als Function von 5 geben, oder à = Fg); und 
wenn man dieſen Werth für a in Lie erfte Gleichung ſetzt, 
fo erhält man wie oben 2 = (2? + y?). 

Man kann aber auch wie ein beſonderes Integral 
der gegebenen partiellen Differentialgleichung die Gleichung 
anſehen 

+ ya .o, 


welche die Fläche eines geraden Kegels darſtellt, deſſen Achſe 
mit der Achſe der s zuſammenfällt. Die Conſtante b iſt die 
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Ordinate der Spitze des Kegels, und die Conſtante à be= 
deutet die Tangente des Winkels, welcher zwiſchen der Achſe 
der z und der Seitenlinie des Kegels enthalten iſt. Diffe- 
rentiirt man in ee auf z und auf , fo kommt 


* — 4 (2 — 945 0, „ = 50 0, 


und dieſe Gleichungen geben, durch Elimination der Con- 
ſtanten a und 6, 


Die einhüllende Fläche der auf einander folgenden Lagen 
des Kegels, wenn man a in der Gleichung =? + y? 
— a?[z — y(a)]? = 0 ſich ändern läßt, iſt augenſcheinlich 
eine Rotationsfläche um die Achſe der 2, deren Geſtalt von 
der Function ꝙ abhängt, und der gleichfalls die gegebene 
Differentialgleichung angehört. Die Gleichung dieſer Rota— 
tionsfläche findet ſich durch Elimination von a aus den 
beiden Gleichungen 


7.9: — e e, 2 gd —@ 


Aber die zweite Gleichung zeigt an, daß 2 irgend eine Func— 
tion von a iſt, folglich auch a irgend eine Function von 25 
und daraus ergibt ſich mit Zuziehung der erſten Gleichung, 
daß 3 irgend eine Function von 22 ＋ y? fein muß, wie 
oben gefunden wurde. 

§. 486. Man betrachte ferner die Gleichung 


d. —2 _ — 0 


Die Gleichungen der charakteriſtiſchen Linie werden 


zdy — ydı = 0 
dE — 2de— 0 
ydz — 2dy = O. 
Navier, Diff. und Integrale. II. Band. 10 
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Dieſelben ſind unmittelbar zu e und man findet 
als e aht 


i ginn 
a — b, — 2 


5 
* 


nn 


wo a, b, © willkürliche Conſtanten ſind. Man kann alſo 
als Jutegral der gegebenen e jede von den drei 
Gleichungen anſehen. 


BOB f, k, 


von denen die dritte in den beiden erſten enthalten iſt. 
Das allgemeine Integral beſteht alſo hier aus einem von 
den beiden Ausdrücken 5 


ee e 


Die geometriſche Bedeutung der gegebenen Gleichung 


beſteht darin, daß die berührenden Ebenen der Fläche, wel— 
cher dieſe Gleichung angehört, ſämmtlich durch den Anfangs- 
punkt der Coordinaten gehen ſollen; dieſe Eigenſchaft findet 
ſich bei jeder Kegelfläche, deren Spitze im Anfangspunkte 
der Coordinaten liegt, und bei keiner anderen Fläche. Aber 


ee iſt leicht zu erkennen, daß die Gleichungen 6 ( 2 


nd — 0 0 — gleichfalls die in Rede ſtehenden Flächen 
Hara ern weil ſie ausſagen, daß die Verhältniſſe i 
Tund z zugleich mit dem Verhältniſſe r conſtant bleiben; 


oder, wenn man will, daß jede durch die Achſe der 2 gelegte 
Ebene die Fläche in einer geraden Linie ſchneidet. 

Die der Gleichung F (, , 2, a, San des §. 472 
analoge Gleichung iſt hier 
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a ＋E % - S = O, 
und dieſe Gleichung gehört einer beliebigen durch den An— 
fangspunkt der Coordinaten gelegten Ebene an, ſobald man 
in ihr a und 5 wie zwei willkürliche Conſtanten anſieht. 
Ihre beiden Differentialgleichungen der erſten Ordnung ſind 


d 


und liefern durch Elimination von a und d wieder die ge= 
gegebene Gleichung. Dieſe Gleichung gehört nicht allein der 
genannten Ebene an, ſondern auch jeder einhüllenden Fläche, 
welche allen Lagen dieſer Ebene entſpricht, wenn man die⸗ 
felbe, durch. Veränderung der Conſtanten a und 5 ſich be⸗ 
wegen läßt, ohne daß ſie aufhört durch den Anfan spunkt 
der Coordinaten zu gehenz welche Fläche migen chen eine 
Kegelfläche iſt, deren Spitze im Anfangspunfte der Coordi⸗ 
naten liegt. Man erhält ihre Gleichung, wenn man Y Y(a) 
ſetzt und ſodann a aus den beiden Gleichungen eliminirt 


a 17 Play re und 2 aa), e 


e en en e 
dy 


Die zweite gun gibt 7 — gleich einer Function von a, 
oder a gleich einer: 75 von . r erhält man 


aus der erſten Gleichung 1 gleich einer Function von, 
übereinſtimmend mit dem Obigen. 
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XXXVIII. Partielle Differentialgleichungen von beliebiger Ord⸗ 
nung, vom erſten Grade und mit conſtanten Coefficienten. 


§. 487. Dieſe Gleichungen verdienen eine befondere 
Aufmerkſamkeit, weil man mit ihrer Hülfe im Stande ge= 
weſen iſt, in den einfachſten Fällen, die man als Normal— 
fälle anſehen kann, die allgemeinen Geſetze der hauptſächlich— 
ſten Phänomene auszudrücken, deren Erforſchung den Ge— 
genſtand der Naturwiſſenſchaften bildet. Sie ſind von der 
eigenthümlichen Beſchaffenheit, daß ihnen immer durch eine 
unendliche Menge beſonderer Auflöſungen Genüge geleiſtet 
werden kann, welche in einer einzigen Formel enthalten 
ſind; dieſe Formel kann alſo gewiſſer Maßen wie das 
analytiſche Bild derjenigen Eigenſchaft angeſehen werden, 
von welcher die Differentialgleichung der Ausdruck iſt. Der 
Inbegriff dieſer Auflöſungen liefert ſofort ein allgemeines 
Integral, in welchem willkürliche Größen vorkommen, deren 
Beſtimmung von den einem jeden Falle angehörenden be— 
ſonderen Bedingungen abhängt. 

Man betrachte z. B. die Gleichung der zweiten Ord— 
nung zwiſchen den beiden unabhängigen Veränderlichen , 
y und der Veränderlichen 2, welche als Function der bei— 
den WT. betrachtet wird: 

L 0 e, K 4 L 84 J 74 +20 
Bez dera) dy? 4 
wo , O, R, S, T beliebige a Großen bedeuten. 
Als beſonderen Werth, welcher dieſer Gleichung Genüge 
leiſtet, hat man 
0 2 = en E, 


wo m und u Conſtanten bezeichnen, vorausgeſetzt, daß dieſe 
Conſtanten ſelbſt der Bedingungsgleichung genügen 
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ma Omn + Rn? ＋ Sm + In +1=0. 
Da aber dieſe Gleichung eine von den beiden Größen m 
unden unbeſtimmt läßt, ſo gibt es eine unendliche Menge 
von Syſtemen reeller oder imaginärer Werthe, welche dieſen 
beiden Größen beigelegt werden können und immer die 


Forderung erfüllen, daß der Ausdruck z eder ge⸗ 
gebenen Gleichung Genüge leiſtet. 

Dieſer Gleichung geſchieht gleichfalls Genüge durch die 
Summe einer beliebigen Anzahl von Werthen, welche dem 
vorigen ähnlich ſind und von denen jeder mit einem belie— 
bigen conſtanten Goefficienten behaftet iſt. Man kann alſo 
ſchreiben 

2 = Aen. 4 A. e -. Ae t I- c., 
und dieſer Ausdruck wird das allgemeine Integral der gege— 
benen Gleichung ſein, wenn die Reihe alle Syſteme der 
Werthe von mn unden umfaßt, welche gleichzeitig der obigen 
Bedingungsgleichung Genüge thun. Die conſtanten Coeffi- 
cienten A, Ar, Ar, ꝛc. bleiben vollkommen unbeſtimmt. 
Dieſer Ausdruck von 2 muß angeſehen werden wie den— 
ſelben Grad von Allgemeinheit beſitzend, welchen die Diffe— 
rentialgleichung ſelbſt hat. 

Man kann dieſe Betrachtungen leicht auf alle Diffe— 
rentialgleichungen von derſelben Gattung ausdehnen, wie 
groß auch die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen 
oder die Ordnung der Gleichung ſein mag. 

§. 488. Die Aufgaben, welche bis jetzt durch die In— 
tegration partieller Differentialgleichungen behandelt worden 
ſind, gehören hauptſächlich der Theorie der Bewegung der 
Wärme, oder der Mechanik an. In den Aufgaben der 
erſten Art betrachtet man die Temperatur in einem gegebenen 
Punkte eines Körpers wie eine Function der Zeit und der 
drei Coordinaten dieſes Punkts. Die Differentialgleichung 
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drückt gewiſſe Beziehungen aus, welche zwiſchen den par— 
tiellen Differeutialverhältniſſen dieſer Function ftattfinden 
müſſen; Beziehungen, welche unmittelbar aus dem Geſetze 
der Mittheilung der Wärme hervorgehen, und allen Auf- 
gaben gemeinſchaftlich Find. Das Integral muß dieſen, Be— 
ziehungen Genüge leiſten, außerdem aber auch gewiſſen bes 
ſonderen Bedingungen, welche. abhängig ſind von der Geſtalt 
des Körpers, von der Art der Erwärmung oder Erkältung, 
und endlich von dem anfänglichen Stande der Temperatur 
in den verſchiedenen Punkten. In den Aufgaben der Me- 
chanik, wo man die Bewegung eines Syſtems von Körpern 
betrachtet, werden die veränderlichen Coordinaten der. Punkte, 
welche ihren Ort verlaſſen, wie Functionen der Zeit und der 
anfänglichen Coordinaten dieſer Punkte angeſehen. Die 
Differentialgleichungen drücken die allgemeinen Geſetze der 
Bewegung aus. Die Integrale müſſen dieſen Gleichungen 
Genüge leiſten, ferner den beſonderen Bedingungen des 
Syſtems, und endlich müſſen ſie, wenn man darin die Zeit 
gleich Null ſetzt, den anfänglichen Zuſtand der Ruhe oder 
Bewegung darſtellen, in welchem das Syſtem ſich in dem 
Augenblicke befunden hat, von welchem die Zeit gerechnet 
wird. Die nachfolgenden Aufgaben mögen dazu dienen, 
von der Art, wie in den einfachſten Fällen dieſe Integrale 
ſich geſtalten, einen Begriff zu geben. 

S8. 489. Man denke ſich wie im §. 448 einen lite 
briſchen oder prismatiſchen Stab, deſſen Dicke ſehr gering 
iſt. Dieſer Stab, welcher eine beſtimmte Länge beſitzt, fei - 
anfänglich auf irgend eine Weiſe erwärmt worden, und werde 
darauf in ein Mittel verſetzt, deſſen conſtante Temperatur 
Null iſt, und in welchem die beiden Endpunkte des Stabes 
gleichfalls beſtändig durch irgend eine Urſache auf der Tem 
peratur Null erhalten werden. Es wird gefordert, während 
der Stand der anfänglichen Temperatur des Stabes gegeben 


http://rcin.org.pl 


Partielle Differentialgleichungen. 151 


iſt, die Veränderungen auszumitteln, welche die Temperas 
turen der verſchiedenen Punkte mit dem Ablauf der Zeit er— 
leiden, bis dahin, wo der Ueberſchuß von Wärme, welchen 
der Stab enthält, in das umgebende Mittel entwichen iſt 
und mithin jene Temperaturen ſich ſämmtlich auf die Tem- 
peratur des Mittels ſelbſt reducirt haben. Man nenne 

2 den Querſchnitt des Stabes; 

y den Umfang dieſes Querſchnitts; — 

© den Abſtand eines beliebigen Querſchnitts von dem 
einen Ende des Stabes; 

v die Temperatur in dieſem Querſchnitte nach Ablauf 
der Zeit t; 

a die Länge des Stabes; 

K und H die innere und die äußere Leitungsfähigkeit; 

(die ſpecifiſche Wärme; 

D das Gewicht der Einheit des Volumen. 

Die Wärme geht von den erwärmteren Theilen des 
Stabes über zu den minder erwärmten, während ſie zugleich 
entweicht, zum Theil durch die Oberfläche des Stabes in das 
umgebende Mittel, zum Theil durch die beiden Enden des 
Stabes, welche beſtändig auf der Temperatur Null erhalten 
werden. Betrachtet man das prismatiſche Element, deſſen 
Länge dx und deſſen Volumen Qdr ift, ſo muß die Tem— 
peratur dieſes Elements ſich in der Zeit dt erhöhen um 


2 dt; mithin wird der Ueberſchuß der empfangenen Wärme 
über die verlorene Wärme, in derſelben Zeit, betragen 
CD. dæ. 47 4. Aber von anderer Seite beträgt die Wärme, 
welche 2 benen, in der Zeit dt durch ſein eines Ende 
aufnimmt, — 1. 9 4% dt; ferner diejenige, welche es durch 


ſein anderes Ende entläßt, — K. 2 = 1453 4˙ dt; und 
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diejenige, welche es durch feine Oberfläche verliert, H. 2d. vdt; 
folglich muß die Wärme, welche in dem Elemente zurückbleibt, 
betragen ( 32 — e) ar dt. Setzt man dieſe Wär⸗ 


memenge 1 gleich, welche nöthig iſt, um die in 
dem Elemente ſtattfindende Erhöhung der Temperatur her- 
vorzubringen, ſo kommt 


. dv dev 
cDd2 HN = Hufe, 
1 Kar ee 
oder wenn man zur Abkürzung bh mit k und cn mit h 
bezeichnet, 


welche partielle Differentialgleichung mithin das Geſetz der 
Bewegung der Wärme in dem Stabe ausſpricht.“) 
Dieſe Gleichung nimmt eine einfachere Geſtalt an, wenn 


man ſetzt »= u e „ wo u eine neue Veränderliche 
bedeutet; fie verwandelt ſich ſodann in 
du 281 42 
ge dt da“ 


Gemäß den §. 487 geſchieht dieſer Gleichung durch den 
beſonderen Werth u Sen Genüge, vorausgeſetzt daß die 
Conſtanten m und n der Gleichung entſprechen n — mne. 
Das allgemeine Integral wird alſo 


) Will man die Vertheilung der Wärme in dem Stabe für den Fall 

W lernen, wo der Beharrungszuſtand der Temperaturen einge— 

dv 

treten fein wird, fo hat man = 41 

Gleichung des $. 448 entſteht. Die hier vorkommenden Größen 

* und A find, wie man leicht erkennt, den gleichbezeichneten Größen 
des F. 448 proportionirt, 


— (0 zu fegen, wodurch wieder die 
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u det f Hie an' . 4 ee Eni I- c., 
wo die Conſtanten m, m, me, ꝛc. und A, 4, As, ꝛc. voll 
kommen unbeſtimmt find. * A 

§. 490. Dieſes Integral gehört, gleichwie die Differenz 
tialgleichung, zu allen Aufgaben, welche die Bewegung der 
Wärme in einem prismatiſchen Stabe von ſehr geringer Dicke 
betreffen, wenn dieſer Stab ſich in einem Mittel von con- 
ſtanter Temperatur befindet. In dem vorliegenden Falle 
muß überdies noch den beiden Bedingungen Genüge ge— 
ſchehen: 1) daß der Werth von v, und folglich auch der von 
u, in den beiden Endpunkten des Stabes d. h. für x 0 
und & = a zu Null werde; 2) daß für t — 0 der Ausdruck 
von o mit dem anfänglichen Stande der Temperaturen übers 
einſtimme, den man ſich unter einer Form wie v = ꝙ (x) 
gegeben denken muß, wo q eine vollkommen willkürliche 
Function bedeutet. 

Der vorſtehnde Ausdruck entſpricht nicht der Bedingung 
daß u—0 werde für & 0 und &a, fo lange man für die Zah- 
len m, mi, ma, ꝛc. reelle Werthe annimmt. Wenn man dieſen 
Zahlen aber die imaginären Werthe m/ — I, mV — 1, 
ma — 1, z. beilegt, und für die imaginären Exponential⸗ 
größen ihre Ausdrücke durch Sinus und Coſinus reeller 
Bögen an die Stelle ſetzt, ſo erhält man die Formel 

u—= (Asin m B cos m) N —+ (A, sin me + B, cosm,2) 1 
+ (4, sin m + B, cos ma) et Le, 
in welcher man, um ihr jede zuläſſige Allgemeinheit zu bewah— 
ren, den Gliedern sin . es und eos m. e , und 
ebenſo allen folgenden, geſonderte Coefficienten geben muß, weil 


dieſe Glieder einzeln genommen, dr man leicht überzeu⸗ 
gen kann, der Differentialgleichung 4 2 aa „Genüge thun. 


Aber in dem beſonderen Falle, welcher hier vorliegt, muß 
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man nothwendig alle Coefficienten B, Bi, Bz, ꝛc, gleich Null 
annehmen; denn die Glieder, welche mit dieſen Coefficienten 
behaftet find, können nicht zu Null werden, wenn man &õ 0 
ſetzt. Es bleibt alſo nur derjenige Theil des Integrals übrig, 
welcher mit dieſer Bedingung beſtehen kann, nämlich 
u=Asin m. e 34 ‚sinm,z.e . A,sin mib. u. 
Soll nun auch der anderen Bedingung Genüge geſchehen, 
daß u = 0 werde für v = a, fo hat man nur nöthig, für 
die Zahlen m, m, mi, x. genaue Vielfache der halben 
Kreisperipherie, dividirt durch a, anzunehmen. Man wird 
alſo ſchreiben 


kn sk? 
71 2 
u = Ai sin —. e ＋ A sin =. e -+ 
er ka? 
. Int a’ 
+ A, sin dente +, 


und wenn man ſich dieſe Reihe ins Unendliche fortgeſetzt 
denkt, ſo bietet das Reſultat alle mögliche Allgemeinheit dar, 
mit Einſchluß der Bedingungen, daß der Ausdruck für u 
der Differentialgleichung Genüge leiſte, und für v = 0 und 
4 a den Werth u —= 0 liefere. 

$. 491. Es muß jetzt noch der zweiten Bedingung 
Genüge geſchehen, daß nämlich, wenn man t 0 ſetzt, wor⸗ 
aus ſich ergibt v» = u und 


1 A1 sin "+ A, sin — +4 sin dee e, 


die Reihe auf der rechten Seite dieſer Gleichung, ins Unend— 
liche fortgeſetzt, den Werth der gegebenen und willkürlichen 
Function ql) wieder hervorbringe, durch welche der anfäng— 
liche Stand der Temperaturen dargeſtellt wird. Mit anderen 
Worten, es müſſen die Coefficienten 4, Az, As, ꝛc., welche 
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bis jetzt willkürlich bleiben, durch die Bedingung beftimmt 
werden, daß die Gleichung 


g(z) = A, sin 1 . 4, 6 sin EA, ein Se. . (A) 


für jeden Werth der Veränderlichen 4 innerhalb der Grän⸗ 
zen & = O und & = a Gültigkeit behalte. 

Man denke ſich die Länge a des Stabes in 1 1 
gleiche Theile getheilt, wo n eine ganze Zahl bedeutet, welche 
unbegränzt wachſen ſoll, und bezeichne mit &,,%2,%3, .. - n 
die Abſeiſſen der 1 Bildet man die Gleichungen 


ve 4 . 4, 8in . A. 810 T +4, ein 
G0 = A, sin 2 — ne 4A, u? et EN * 8 , 
p (3) Ai sin = —— Az sin ＋ A; sin . * PR bee, 
vl) A sin 2 + A, sin zu 50 im . 4. in 


ſo müſſen alle dieſe Gleichungen beſtehen, und man kann 

aus ihnen die Werthe der Goefficienten Ay, Az, 4. . An 

herleiten. Um die Elimination auszuführen, welche den 

Werth des Coefficienten A, gibt, der zu dem Gliede Au sin 

gehört, e man die erſte der Fan Glei⸗ 
u, 


chungen mit Zu sin die zweite mit ber sin — 


die dritte mit — sin bee, u. ſ. f., endlich die letzte mit 
814 a 
2 1 sin Es, und addire ſämmtliche Gleichungen. Nimmt 
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man ſodann die Zahlen unendlich groß an, fo wird das 
Intervall sr einerlei mit dem unendlich kleinen Element 
d. Ferner: 

1) Die Summe aller Glieder auf der linken Seite die— 
ſer Gleichungen fällt zuſammen mit dem beſtimmten Inte— 


a 
gral 1 d. sin =. pe). 


2) Bezeichnet man mit A, sin = ein beliebiges Glied 


auf der rechten Seite der Gleichung (A), fo wird die Summe 
aller correſpondirenden Glieder in den vorſtehenden Glei— 


a 
chungen einerlei mit 4 de. sin 2 sin &, 
2 0 a a 
3) Endlich beträgt die Summe aller Glieder, welche 
a 
den Coefficienten 4 enthalten, 1 0 d (sin =). 
Jo 
Man bemerke nun, daß das beſtimmte Integral 
a 
7 dr. sin Ka Sin 77 
0 a a 


den Werth Null hat, fo lange u und v zwei von einander 
verſchiedene ganze Zahlen bedeuten, weil es nämlich einerlei 


iſt mit 
a 2 Nr: 
we er m ee : 
1 0 4 1 


Wenn dagegen die Zahlen p und einander gleich find, oder 
das Integral vorliegt 


3 * N2 
N d. (sin 5 5 
RO * 
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jo findet man den Werth desſelben gleich 3 Mithin hat 


die angezeigte Operation alle Glieder auf der rechten Seite, 
mit Ausnahme eines einzigen, zum Verſchwinden gebracht, 
und es bleibt zur Beſtimmung des geſuchten Coeffitienten 
nur die Gleichung 


1 
eee 3 
. d. sin . pr) = Au- 27 


Wen e e 
* L Ra er et, N 


als allgemeiner Ausdruck für die Coefficienten auf der rechten 
Seite der Gleichung (A). Jeder dieſer Coefficienten wird 
alſo durch ein beſtimmtes Integral gegeben, unter deſſen 
Zeichen die willkürliche Function Se) vorkommt. Dieſes 
Integral ſtellt die Fläche einer Curve dar, welche man er— 
hält, indem man in dem Intervalle zwiſchen 2 = 0 und 
z die correſpondirenden Ordinaten zweier Curven mit 
einander multiplieirt, deren Gleichungen find y = ) und 


„sin En Der Werth diefes Jutegrals kann immer be⸗ 


rechnet werden, vorausgeſetzt, daß nicht innerhalb des ange- 
zeigten Intervalls die Ordinate unendlich große Werthe an— 
nimmt, welcher Umſtand jedoch bei den phyſikaliſchen Auf— 
gaben niemals eintritt, bei denen dieſe — An⸗ 
wendung finden. 

Die Gleichung (A) wird jetzt (wenn man zu größerer 
Deutlichkeit unter die Zeichen der beſtimmten Integrale eine 
neue Veränderliche a an die Stelle von à ſetzt) 


woraus folgt 
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90) 210 hen sin . (a) + ein ug sin a (w) 
a a 0 . gu pP 5 0 FR 0 


190.85 f = 
Han | dels Te t.]. 


oder auch, abgekürzt, 


0 = 8 sin . % da .sin K E, ꝙ (o), 


urn! 

wo h das Zeichen für irgend eine ganze Zahl iſt. Man 
kann übrigens beweiſen, daß eine ſolche Reihe, wie auf der 
rechten Seite dieſer Gleichung dargeſtellt iſt, immer conver— 
giren muß, wie auch die willkürliche Function plz) beſchaffen 
fein mag; d. h. die Summe der Glieder wird, je größer 
man die Anzahl derſelben annimmt, deſto mehr ſich einer be— 
ſtimmten Gränze nähern, welche mit dem Werthe auf der 
linken Seite dieſer Gleichung übereinſtimmt, vorausgeſetzt 
daß man der Veränderlichen z nur ſolche Werthe beilegt, 
die zwiſchen O und a enthalten find.*) Außerhalb dieſes 
Intervalles nimmt die rechte Seite der Gleichung periodiſche 
Werthe an, welche im allgemeinen nicht mehr mit den Wer- 

then der willkürlichen Function SG) übereinſtimmen. 
Es mag nicht überflüſſig ſein zu bemerken, daß man 
ſich nicht geſtatten darf, auf der rechten Seite der Gleichung 
(zA) irgend eines von den Gliedern aus der Reihe der Sinus 
wegzulaſſen; denn dieſe Weglaſſung würde dem geſuchten 
Integrale die nöthige Allgemeinheit nehmen, da das Integral 
immer, ohne irgend eine Ausnahme, alle analytiſchen Aus— 
drücke umfaſſen muß, welche ſowohl der Differentialgleichung 
als den beſonderen Bedingungen der Aufgabe entſprechen. 

ru in 

) Dieſer Beweis findet ſich am Schluſſe dieſes Abſchnitts, Seite 165. 
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Wollte man z. B. das Glied A, sin 5 weglaſſen, ſo würde 
man durch Multiplication der beiden Seiten der Gleichung 
(A) mit de. sin 21 und Integration von 2 = v — 2 


das Reſultat erhalten von dr. sin —. =.) = 0, welches 
| 0 


u 


augenscheinlich nicht allgemein 2 kann, ſondern nur 
für gewiſſe beſondere Formen der Function ꝙ (r). 


§. 492. In Folge der vorſtehenden Entwickelung findet 
ſich die veränderliche Temperatur v der verſchiedenen Punkte 
des Stabes ausgedrückt durch die Formel ö 
K une 


f 5 
3 a 

12 u „ une. e 4 

tr l S sin 5 „dus! a ga), 


welche die gegebene Aufgabe vollſtändig auflöſt. Sie zeigt 
alſo an, auf welche Weiſe die Wärme fortſchreitet und ſich 
in dem Stabe vertheilt. Die auf einander folgenden Glie— 


An An“ 


der der Reihe find mit den Factoren e K W 1 
eka 


— . 

„ ti. behaftet, welche ſich ſämmtlich füt P 0 auf 
die Einheit reduciren, dagegen, ſobaldet zunimmt, ſehr un— 
gleiche Werthe erhalten, und vom erſten Gliede an gerechnet 
deſto ſchneller abnehmen, je größer die Zeit et geworden iſt. 
Daraus geht hervor, daß mit dem Ablauf der Zeit die 
letzten Glieder der Reihe nach und nach verſchwinden, und 
daß mithin bald die Reihe auf ihre beiden erſten Glieder, 
oder ſelbſt auch auf ihr erſtes Glied allein reducirt — 
kann, ſo daß man bloß hat 
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Wie willkürlich und regellos alſo auch der anfängliche Stand 
der Temperaturen geweſen ſein mag, ſo tritt doch ſehr bald 
ein Streben nach derjenigen Vertheilung der Wärme ein, 
welche durch dieſe Formel ausgeſprochen wird; d. h. nach 
einer ſolchen Vertheilung, wo die Temperaturen der verſchie⸗ 
denen Punkte proportional ſind den Sinus der Bögen, welche 
der Halbkreis in ſich enthält. Dieſe Proportionalität ändert 
ſich dann nicht weiter. Die Temperaturen aller Punkte ſin— 
ken zugleich, unter Beibehaltung der nämlichen Verhältniſſe; 
und in aller Strenge wird erſt nach einer unendlichen Zeit 
jeder Ueberſchuß von Wärme, der in dem Stabe gegeben 
war, entwichen ſein, und jeder Punkt die Temperatur Null 
des Mittels erlangt haben, in welchem ſich der Stab befindet. 

§. 493. Man erkennt übrigens leicht, daß die vorſte— 
hende Auflöſung, inſofern ſie ſowol die anfänglichen Tempe— 
raturen darſtellt als auch der Differentialgleichung Genüge 
leiſtet, die einzige mögliche iſt, oder daß jede andere Auflö— 
ſung nicht von ihr verſchieden ſein kann. Sobald nämlich 
der anfängliche Stand v Sg) der Temperaturen gegeben 
iſt, fo beſtimmt die Differentialgleichung, aus welcher man 


den Werth des Differentialverhältniſſes erhält, die Tem- 


peratur vo + — It b, welche nach Ablauf der Zeit At 


in jedem Punkte ſtattfindet, mit einer defto größeren Genau— 
igkeit, je kleiner At iſt. Sie beſtimmt ebenſo die Tempera= 


dv dv 
turen 52 b + 4 1, va = 2 4 , 2, welche nach 


den Zeiten 2Ar, 3At, ꝛc. eintreten. Nun gibt der obige Aus— 
druck, da er v vs für to liefert und der Differential⸗ 
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gleichung Genüge leiſtet, augenſcheinlich für T At, oder 
24 t, oder =3At, ꝛc. die nämlichen Werthe v, 5, vs, c., 
wo das Intervall At unendlich klein vorauszuſetzen iſt. Mit- 
hin iſt die Auflöſung nur auf eine Weiſe möglich, und 
nothwendig durch die obige Formel ausgedrückt.“ 

8. 494. Als zweites Beiſpiel diene die Aufgabe, die 
Schwingungen eines geſpannten Fadens zu beſtimmen, 
welcher in ſeinen beiden Endpunkten befeſtigt iſt. Man 
denke ſich den Faden auf irgend eine Weiſe aus ſeiner na— 
türlichen geradlinigen Lage gebracht, und allen ſeinen Punkten 
irgend welche Geſchwindigkeiten beigelegt; es handelt ſich 
ſodann um die Beſtimmung derjenigen Bewegungen, welche 
dieſe Punkte annehmen. Um größerer Einfachheit willen 
ſoll feſtgeſetzt werden, daß alle Bewegungen in einer Ebene 
vorgehen, und daß die Ausweichungen aller Punkte von 
der geraden Verbindungslinie der beiden feſten Endpunkte 
ſehr klein ausfallen, ſo daß man die höheren Potenzen der 
Zahlen, welche dieſelben darſtellen, vernachläſſigen darf. 
Man bezeichne mit 

= die Abfeiffe irgend eines Punkts der Curve, welche 
durch den Faden gebildet wird, nach Ablauf der Zeit tz 

y die Ordinate dieſes Punkts; 

a die Länge des Fadens zwiſchen feinen beiden feſten 
Endpunkten; 

p das Gewicht der Längeneinheit des Fadens; 

P ein Gewicht, gleich derjenigen Kraft, mit welcher 
der Faden geſpannt wirdz 

9 die Geſchwindigkeit, welche ein fallender Körper in 
der Zeiteinheit erlangt. 

Die Bewegung eines jeden Längenelements des Fadens, 


deſſen Gewicht durch pd und deſſen Maſſe durch Ode aus⸗ 


gedrückt werden kann, läßt ſich beſtimmen, indem man dieſes 
Navier, Diff.- und Integralr. II. Band. 11 
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Element wie einen freien materiellen Punkt anſieht, auf 
welchen diejenigen Kräfte einwirken, welche aus ſeiner Ver— 
bindung mit den übrigen Theilen des Fadens ſich erge— 
ben. Will man alſo die Bewegung des Elements im 
Sinne der y beſtimmen, fo wird man beachten, daß ver— 
möge dieſer Verbindung, nach Ablauf der Zeit k, das Ele= 


f N k ; d 
ment an feinem einen Ende durch die Seitenkraft 745 


der Spannung P des Fadens, parallel zu der Achſe der 7 
nach der Achſe der & hin bewegt wird; an feinem anderen 
Ende dagegen durch dieſelbe Seitenkraft, um ihr Differential 


vermehrt, d. h. durch die Kraft P (2 ＋ 4 von der 


Achſe der © entfernt wird. Das Element ſteht alſo, im 
Sinne der Ordinate y, unter der n der Differenz 


dieſer beiden Kräfte, nämlich P 47 und folglich wird das 


Geſetz ſeiner Bewegung Aae durch die Gleichung 
vdr d’y 4 N / 9 de 


Y N d at p ds“ 
welche für alle Punkte des Fadens Gültigkeit haben muß. 
8.495. Damit dieſer Differentialgleichung, nach §. 487, 
durch den beſonderen Werth y—e"t" Genüge geſchehe, 
müſſen die Größen m und en die Bedingung erfüllen 
n® Hama, woraus = hm, 


wo zur Abkürzung A ftatt e geſetzt worden iſt. Man 
kann alſo eben ſowol 7 = e als y— ene I neh⸗ 
men, wo der Werth von m noch willkürlich bleibt. Daraus 


aber folgt, daß das allgemeine Integral der vorſtehenden 
Gleichung' ausgedrückt wird durch 


y— Hemd EA) + Ae“ m Ext) + u) +. 
+ Be Be") ah Bae“. -- + ꝛt. , 
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wo die Conſtanten m, m, ma, ꝛc. und n,n,,n,, 2. voll 
kommen willkürlich find, gleich wie A, A, Ar, ꝛc. und 
B, BI, Bi, u 
Um nun dieſe Conſtanten auf eine Weiſe zu beſtimmen, 
welche den Bedingungen der gegebenen Aufgabe gemäß iſt, 
muß zuerſt die Ordinate y in den beiden feſten Endpunkten 
des Fadens, d. h. für & = und z=a, den Werth Null 
annehmen. Damit dies aber geſchehen könne, muß man 
den Conſtanten m, mı, ma, ꝛc. und n,n,,n,, ꝛc. imaginäre 
Werthe beilegen, oder man muß ſtatt e ſetzen 
cos m(@+Kt) = V —1. sin m 

d. h. 

cos ma cos mkt—sinme sin = A, (sin me cosmkt cos m sinmkt), 
und ftatt =) muß man ſetzen 

cos n cos n sin n sinnkt+ Y . (sin n eos net — cos n sin nt), 


und ebenſo in den übrigen Gliedern. Sodann muß man 
die Glieder weglaſſen, welche eos me oder cosnz enthalten, 
weil dieſe für v 0 nicht Null werden; und in Betreff der 
Glieder, welche sin my oder sinne enthalten, muß man 
für die Conſtanten m oder n Vielfache der halben Kreis— 
peripherie, dividirt durch a, annehmen, damit dieſe Glieder 
für za verſchwinden. Man erhält alſo als geſuchtes Inte— 
gral, indem man den Gliedern, welche für ſich der Diffe- 
rentialgleichung Genüge leiſten, beſondere Coefficienten gibt, 


1 % 2. 2 BEE 3 


„ 2 
/ Aisin cos ——- A, sin — cos — ＋ A; sin —c%οů — e. 
Y 1 15 5 ＋ A: 5 8 +4; 1 5 * 


2 7 2 2 AT. 2 2 * 3 N 
—+Bı sin “in Bi sin ee +B; sin gi 4 a; 


und hierin bleiben nur noch, durch Betrachtung des an— 
fänglichen Zuſtandes, die Coefficienten A,, 47, As, ꝛc. und 
B., Ba, Be, 20. zu beſtimmen. 

11° 
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§. 496. Man nehme zu dem Ende an, daß in dem 
Augenblicke, in welchem man die Zeit zu zählen anfängt, 
1) die Geſtalt des Fadens ausgedrückt werde durch die Glei— 
chung = g), und 2) die Geſchwindigkeit in jedem feiner 


Punkte ausgedrückt werde durch die Gleichung 9. — Ye), 


wo q und u vollkommen willkürliche Functionen bedeuten. 
Damit der obige Ausdruck ſich dieſen Bedingungen anſchließe, 
muß man haben 
— 2 4 — 22 * I 
b = A. sin 1 ＋ A, sin 5 —+ 4, sin 4 ee. 
nk . ne Ak. % Ink . IE 
br) = B. sin” + B. ein + B. „ ein 7 ec. 
aus welchen Gleichungen die in Rede ſtehenden Coefficienten 
auf ähnliche Weiſe, wie im §. 491, ſich beſtimmen laſſen. 
Der vollſtändige Ausdruck der Ordinate wird 
B=00 "a 
PR , ur packt in lg 
e 8 sin cos u du, sin = . pl) 


1 1 


Uu. a 
— 11 8 ebener da .sin = . (d). 
ni 
Dieſer Ausdruck lehrt, daß die Bewegung des Fadens, 
wie auch der anfängliche Zuſtand desſelben beſchaffen fein 
mag, immer angeſehen werden kann wie der Inbegriff einer 
unendlich großen Anzahl von einfachen ſchwingenden Bewe— 
gungen, die ſich ſummiren, und von denen jede durch ein 
Glied der beiden Reihen ausgedrückt wird. Jede dieſer ein— 
fachen ſchwingenden Bewegungen liefert ſtets wieder die 
nämlichen Werthe von , mit abwechſelnden Vorzeichen, 


wenn die Zeit (um ee oder ein Vielfaches von 5 zunimmt; 
mithin iſt die Schwingungsdauer der einfachen Bewegung 
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umgekehrt proportional der Zahl u, oder ſie nimmt ab wie 
die Zahlen J, 4, 4, 4, ꝛc. Die wirkliche Schwingungsdauer 
aber, nach deren Ablauf der ganze Faden wieder in ſeinen 
anfänglichen Zuftand zurückkehrt, jedoch auf entgegengeſetzter 
Seite von der 1 Verbindungslinie der beiden feſten 


Endpunkte, iſt gleich oder a V b fie ift alſo proportio— 


nal der Länge des Fadens zwiſchen feinen feſten Endpunk— 
ten, und umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus 
dem Verhältniß des Gewichts der Längenemheit des Fadens zu 
dem Gewichte, welches die Spannung des Fadens mißt. Dieſe 
Reſultate ſtimmen mit der Erfahrung vollkommen überein. 
Durch ähnliche Betrachtungen wie im §. 493 kann 
man überdies beweiſen, daß nur eine Auflöſung möglich 
iſt, und daß dieſelbe nothwendig durch den vorhergehenden 
Ausdruck gegeben wird, welcher ſowol dem anfänglichen 
Zuſtande als der Differentialgleichung Genüge leiſtet. 


Beweis der Convergenz der Reihen, welche nach den Sinus der Viel— 
fachen eines Bogens fortſchreiten und den Werth einer willkürlichen Func— 
tion innerhalb gegebener Gränzen ausdrücken. 


Die Convergenz dieſer Reihen, welche im §. 491 zur 
Sprache gekommen ſind, läßt ſich für jede mögliche Beſchaf— 
fenheit der Function plz) auf folgende Art nachweiſen. 

Zu größerer Einfachheit nehme man a = uz; das Ar 
gemeine Glied der Reihe wird ſodann 


sin ue en dd. sin ud. g (d). 
Es ſei zuerſt u eine gerade Zahl. Das Integral 


N 
15 du. sin n. Sd) läßt ſich ſodann in eine Anzahl von 
0 


Theilen zerlegen, welche Intervallen gleich = entſprechen, 
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die auf der Achſe der a zwiſchen 0 und mw enthalten find. 
Man betrachte die Glieder der Reihe, welche von dem erſten 
fern genug liegen und in denen die Zahl u groß genug iſt, 
damit in jedem dieſer Intervalle die Linie, deren Ordinate 
(a) iſt, wie eine gerade Linie angeſehen werden kann. Die 
Ordinate dieſer geraden Linie ſei nnd. Nun hat man 
2. 
2 


971 da . sin rl en 
0 


oder wenn man mit a, und a, die Abſceiſſen bezeichnet, 
welche den beiden Gränzen dieſes e entſprechen, ſo 


daß man hat u = u 


m 
BA da. sin aa. H =, [(d) — d)]. 


Folglich hat man unmittelbar für die in Rede ſtehenden 
Glieder 
0 i 1 
je? du. sin ud. = ” [p(0) - )]. 


Es ſei zweitens u eine ungerade Zahl. Das geſuchte 
Integral beſteht ſodann zuerſt aus einer Anzahl von Thei— 


len, welche Intervallen gleich 55 entſprechen und deren 


Summe vermöge des Vorigen 15 819 0) - 90 — 1 
iſt; 125 ferner aus einem Theile, welcher einem Intervalle 


gleich! = zugehört. Nun hat man 


w 
m 2m N 
fe dd. sin na .(m-+ na) = — 5 u 


und überdies i iſt für dieſen letztern nn 
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0 *) — € — 8 
. 


1 OC n 
r Be 
1 
folglich 
7 du. sin ud (me P (a 2 4 { 
5 Ar. = = * — =) m]. 


1 
Alſo wird, wenn u 8 und ſehr groß iſt, 


du. sin ar. pa) = L 0 . 66) ]. 


0 
Aus diefer Entwickelung Fr ſich: 1) Wenn die Linie, 
deren Ordinate gr) iſt, ſich auf eine gerade Linie reducirt, 
ſo hat man vollkommen genau (f. §. 491.) 


(9 — 0 
900 2 en Ze 


L 0) SU (sine +4 sin 32 +4 sin 5 +4 sin it) . 
+ [p(0) -) 4sin2z-+Asinde+4sinöc+4sindc-Ht.) * 
2) wenn dieſe Linie von einer geraden Linie verſchieden 
iſt, ſo wird das erhaltene Reſultat mehr und mehr mit dem 
vorſtehenden Reſultat zuſammenfallen, je weiter die Glieder, 
welche man betrachtet, ſich von dem Anfangsgliede ent— 
fernen. Daraus folgt, daß man nur nöthig hat die Richtig— 
keit dieſer Gleichung nachzuweiſen, damit die Convergenz 
der Reihen in allen möglichen Fällen bewieſen ſei. 


Man betrachte zuerſt die Reihe 

U sin æ sin ge sin p sin 7 - 2c. 
und nehme anfangs nur die Summe von einer begränzten 
Anzahl von Gliedern, nämlich 


; 2 2 8 1 
U, sine EA sin gz sin5e+3sinTe+... +, din ur, 
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wo n eine ungerade Zahl bedeutet. Differentiirt man in 
Bezug auf e, ſo kommt 
% cosa Ccos d H cos de eos Jr Cu, + cosnz 


oder nach einer Formel, die weiter unten (im XL. Abſchnitte) 


entwickelt werden wird Dr 
4% in (u -I 
dr Zeinæ 


Folglich erhält man, wenn man mit de multiplicirt und 
integrirt, 


15 = C 2 iin T cos n.) S. 4A) 
wo C die Conſtante bedeutet. Zur Beſtimmung der Con— 
ſtante ſetze man zu gleicher Zeit z — 5 und n unendlich 
groß. Die linke Seite der Gleichung verwandelt ſich ſodann 
in 1 — 3-1 c. , und daraus folgt 


4 = , mithin U 1. 
Man betrachte ſodann die Reihe 
VA sin 2 I sin 4 sin 6 sin S + ıc., 
und nehme wie oben 
V. A sin A sine A sinéæ singe . . "sinne, 


wo n eine gerade Zahl bedeutet. Die Differentiation gibt 


a 000 2% ＋ cos 4 ＋ cos Gα cos 8 +... ＋ cos n 


de 
oder, ähnlich wie vorhin, 
4 1 sin (n + !)z 
a ae Ten 
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und daraus wird durch Integration 
21 cosi EU 
1 An) eins E i feosta+Ne. 12 
wo C die Conſtante bezeichnet. Man beſtimmt die Con— 
ſtante, wenn man & Tund u unendlich groß werden läßt. 
2 7 

Die linke Seite wird ſodann 1 (1— 4 — 2 ＋ 2c.) pn 
alfo wird 


3 C- und daraus 624 und 74 — 2 
Man hat alſo jetzt die beiden Ausdrücke N 
1 ein æ sin ge EA sin 5% CAsin 7 + ıc. 
7 = 2 — sin 2c+ 4 sin 4% sin 6 EA sin Sc + x., 


durch deren Subſtitution die oben erhaltene Gleichung re 
bar identiſch wird. 


XXXIX. Variationsrechnung. 


— 


§. 497. Die Variationsrechnung hat ihre Entſtehung 
in den Aufgaben über Maxima und Minima gefunden, 
wenn dieſe unter dem allgemeinſten Geſichtspunkte betrach— 
tet werden; ihr hauptſächlichſter Nutzen beſteht in den An— 
wendungen auf Mechanik. Hier können nur die erſten 
Elemente und die einfachſten Anwendungen dieſer Rechnung 
abgehandelt werden. 

Vor allen Dingen muß man beachten, worin die Auf⸗ 
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gaben über Maxima und Minima, welche von der Varia— 
tionsrechnung abhängen, ſich von den gewöhnlichen Aufga— 
ben dieſer Art unterſcheiden. In dieſen letzteren Aufgaben 
iſt immer eine Größe U als Function von einer oder von 
mehreren unabhängigen Veränderlichen ©, y, 2, ꝛc. gegeben, 
ſo daß aus jedem Syſtem von Werthen, die man dieſen 
Veränderlichen beilegt, ein beſtimmter Werth für U hervor= 
geht. Man fordert diejenigen Werthe von 4, 8, ꝛc feſtzu- 
ſtellen, welche U fo groß wie möglich, oder fo klein wie 
möglich machen. Vermöge des XIV. Abſchnitts wird dieſe 
Aufgabe dadurch gelöſt, daß man die Gleichungen aufftellt 
dx ar OR 
denen die geſuchten Werthe der Veränderlichen 4, / S, 2. 
Genüge leiſten müſſen. Die Unterſcheidung der Fälle, wo 
die Werthe, welche dieſen Gleichungen Genüge leiſten, ent— 
weder einem Maximum oder einem Minimum zugehören, 
ſtützt ſich ſodann, wie gleichfalls in dem angezeigten Ab— 
ſchnitte auseinander geſetzt worden iſt, auf die Betrachtung 
der Differentialverhältniſſe der zweiten Ordnung von der 
Function U. 

In den Aufgaben, welche von der Variationsrechnung 
abhängen, denkt man ſich eine zwiſchen mehreren veränder— 
lichen Größen beſtehende, jedoch unbeſtimmte Relation, und 
fordert, daß dieſe Relation ſo beſtimmt werden ſoll, daß 
der Werth einer gewiſſen Function, welcher von der in 
Rede ſtehenden Relation abhängt, ſo groß oder ſo klein 
wie möglich werde. 

Man nehme z. B. eine zwiſchen zwei feſten Punkten 
gezeichnete Curve, ſo iſt die Größe der Fläche beſtimmt, welche 
zwiſchen der Curve, der Abſeiſſenachſe und den Ordinaten 
der beiden Endpunkte enthalten iſt, und ihr Werth hängt 
von der Relation 7 H) ab, welche die Gleichung jener 


h, N. 
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Curve darſtellt. Denkt man ſich ferner zwiſchen den beiden 
feſten Punkten mehrere Curven, welche gleiche Längen ha— 
ben, fo wird die Gleichung y=fle) für jede eine andere 


7 To 
fein, und die Fläche, deren Ausdruck it f, de, hat 
0 


gleichfalls verſchiedene Werthe. Die Länge der Curve wird, 
wie bekannt iſt, ausgedrückt durch 


17 a 
o 2 4% 2 
de. / 5 ES 
5 „ „ (40 
Man kann nun die Aufgabe ſtellen, während dieſe Länge 
dieſelbe bleibt, die Geſtalt der Curve, d. h. die Form der 


Function f(x), fo zu beſtimmen, daß die Fläche 2 * d 


ſo groß oder ſo klein wie möglich wird. 

Man nehme ferner eine zwiſchen zwei feſten Punkten 
gezeichnete Curve, und betrachte einen Körper, welcher längs 
dieſer Curve hinabfällt, indem er ohne Widerſtand dem 
Einfluſſe der Schwere folgt. Die Zeit, welche der Körper 
gebraucht, um von dem einen Punkte zu dem anderen zu 
kommen, hängt von der Geſtalt der in Rede ſtebenden 
Curve ab, und ihr Werth wird, wenn man die Achſe der 
als vertikal annimmt, ausgedrückt durch 


0 N dzN 2 
NA +) 
J To 20% ro) 
Man kann nun fordern, daß die Relation y= f(x), welche 
die Geſtalt der Curve feſtſtellt, ſo beſtimmt werden ſoll, daß 
dieſe Zeit ſo klein wie möglich werde. Die alſo erhaltene 
Curve führt den Namen Brachiſtochrone oder Curve 
des ſchnellſten Falles. Die Aufgabe kann verallgemei— 
nert werden, wenn man die Brachiſtochrone nicht zwiſchen 
zwei feſten Punkten, ſondern zwiſchen zwei gegebenen krum— 
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men Linien oder zwiſchen zwei gegebenen krummen Flächen 
fucht. Die Gränzen ©, und ©, des Integrals werden als— 
dann veränderlich, gleichwie die Abſtiſſe o des erſten Punkis 
der Curve, welche unter dem Integralzeichen ſteht. 

Eine Aufgabe von ähnlicher Natur iſt die Aufſuchung 
der kürzeſten Linie, welche auf einer gegebenen Fläche zwi— 
ſchen zwei feſten Punkten oder zwiſchen zwei gegebenen Liz 
nien, die auf der Fläche liegen, gezeichnet werden kann. 

S. 498. Dieſe Beiſpiele werden hinreichen, um einen 
Begriff davon zu geben, welcher Art die in Rede ſtehenden 
Aufgaben ſind, und welche analytiſchen Hülfsmittel man 
zur Auflöſung derſelben in Anwendung zu bringen hat. 
Der Ausdruck derjenigen Größe, die zu einem Maximum oder 
Minimum gemacht werden ſoll, kommt nach den bekannten 
Regeln vermittelſt der Differentialbeziehungen der geſuchten 
Curve zu Stande. Dieſer Ausdruck iſt immer ein beſtimm— 
tes Integral, zwiſchen gegebenen Gränzen genommen, die 
entweder feſt ſind, oder veränderlich mit gewiſſen Bedingun— 
gen. Man ſoll den Werth dieſes Integrals ſo groß oder 
ſo klein wie möglich machen, indem man demgemäß die 
analytiſche Relation beſtimmt, von welcher die unter dem In— 
tegralzeichen ſtehenden Differentialverhältniſſe abhängen. Die 
Auflöſung beruhet übrigens völlig auf den nämlichen Grund— 
lagen, welche bei den gewöhnlichen Aufgaben über Maxima 
und Minima Anwendung finden. Man läßt alle veränder— 
lichen Größen, von denen der Werth der vorgelegten Fune— 
tionen abhängig iſt, um willkürliche Größen zunehmen, die 
man ſo klein vorausſetzen kann, als man will; und in der 
Entwickelung des Werths, welchen dadurch dieſe Function 
annimmt, ſetzt man dasjenige Glied gleich Null, welches die 
erſten Potenzen dieſer Zunahmen enthält; oder, wenn man 
will, man ſetzt das vollſtändige Differential der vorgelegten 
Function, in Bezug auf alle in ihm enthaltenen Veränder⸗ 
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lichen genommen, gleich Null. Die hervorgehende Gleichung 
muß für alle Werthe Gültigkeit haben, welche den unend— 
lich kleinen Zunahmen dieſer veränderlichen Größen beige— 
legt werden können, und drückt ſomit die nothwendige Be— 
dingung eines Maximum oder Minimum aus. Was die 
Unterſcheidung der Fälle betrifft, wo ein Maximum oder ein 
Minimum ſtattfindet, oder wo, obgleich dieſer Bedingung 
Genüge geſchieht, weder ein Maximum noch ein Minimum 
eriſtirt, ſo hängt dieſelbe von der Betrachtung desjenigen 
Gliedes ab, welches die zweiten Potenzen der Zunahmen 
enthält. Es wird nämlich ein Maximum oder ein Minis 
mum eintreten, je nachdem dieſes Glied reſp. beſtändig ne= 
gativ oder beſtändig poſitiv iſt, wache eit man auch 
den Zunahmen belegen mag. i 

Nach diefen allgemeinen Audenfungen bleibt jetzt nur 
noch übrig, auf die Einzelheiten der Rechnung in den be— 
ſonderen Fällen einzugehen. 

8. 499. Man betrachte zuerſt den Fall, wo man nur 
eine unabhängige Veränderliche = hat, und eine Function y 
deren Werth von & abhängt, ſo daß „ wie die Ordinate 
einer Curve angeſehen werden kann, deren Abfeiffe iſt. 
Die Geſtalt dieſer Curve ſoll ſodann ſo beſtimmt werden, 
daß das beſtimmte Integral 


Io 
/. Vado 
To 


ein Maximum oder Minimum werde. Hier bedeutet Fir 
gend eine Ze von einer beſtimmten Anzahl der Grö— 
ßen , 9, ee, = 4 2.5 die Gränzen To und 4 des 
Integrals können entweder gegebene conſtante Werthe ſein, 
oder auch nach gewiſſen Bedingungen ſich ändern. * 

Es ſeien zunächſt die Gränzen z, und , conſtant. In 
dieſem Falle müſſen die Endpunkte des zur Betrachtung kom— 
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menden Theils der Curve ſich immer auf zwei Perpendikeln 
befinden, welche man auf der Achſe der Abſtiſſen in den 
Abſtänden % und zo vom Anfangspunkte errichtet; 4 


Do 
man wird die vorgelegte Function ul Vdz auf eine fo 
To 
allgemeine Weiſe wie möglich ſich verändern laſſen, wenn 
man annimmt, die geſuchte Curve gehe in eine andere ihr 
unendlich nahe liegende Curve über, ar der nämlichen 
Bedingung unterworfen iſt. Nun aber zum 12 05 


eines ſolchen e dig, daß in der Fi 
\ 7200 in See 


tion J ſich 2 verändere; es reicht vielmehr 

Function den Größ 55 1 5 20. beliebige und 

i hä 25 . 1 je m beizulegen, welche 
2 8 7% u. bageichnen kann. Der 


Buchſtabe 8 bedenke 2 eben ſowol wie der Buchſtabe d, 
eine unendlich kleine Zunahme, welche derjenigen veränder- 
lichen Größe ertheilt worden iſt, der der Buchſtabe vorſteht; 
aber mit dem Unterſchiede, daß das Zeichen d eine Zunahme 
anzeigt, welche durch den Uebergang von einem Punkte der 
geſuchten Curve zu dem folgenden Punkte der n ämlichen 
Curve zu Stande kommt, das Zeichen 8 dagegen eine Zu— 
nahme, welche durch den Uebergang von einem Punkte der 
geſuchten Curve zu dem correſpondirenden Punkte der un— 
endlich nahe liegenden Curve entſteht.“) Die mit d bezeich— 


) Zur Erläuterung kann Fig. 54 dienen. 
Es ſei MN die geſuchte Curve und MN 
eine ihr unendlich nahe liegende Curbe; dem 
Punkte AT gehören die Goordinaten o/ 2 
und PM = Y). Alsdann entſprechen dem 
Uebergange von M zu dem unendlich nahe 
liegenden Punkte N inner nämlichen Curve 
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neten Zunahmen nennt man Variationen (daher der 
Name Variationsrechnung), während die Benennung 
Differentiale für die mit 4 bezeichneten Zunahmen bei— 
behalten bleibt. Die Variation der Function V, wei aus 
d?y 


den Variationen der in ihr enthaltenen Größen 3, 2 As 


478 ft. hervorgeht, wird durch 89 angezeigt; und man hat, 
genau nach den nämlichen Regeln, welche bei der Bildung 
des Differentials einer Function von 3 Veränder⸗ 


lichen befolgt werden, 5 
dy = N . 18 4 4 05 5 mi ig; 


wo mit N, P, O, R, x. 5 Difereninterhälhuie der Fune⸗ 


tion J reſp. in Bezug auf die Veränderlichen Y,7 2 455 


Gr zt. bezeichnet worden find. 1 = 5 8 
Die Bedingung des Maximum oder Minimum fordert, 
daß die Variation 


— * 
f dy. 8 V 2 
To 


des vorgelegten beſtimmten Integrals gleich Null ſei. Dieſe 
Bedingung wird alſo jetzt durch die N ausgeſprochen 


ER “dr 8 78 10 er 08 5 8 aus e 


vr 5 . N 

die Zunahmen 70 = de und ON — PM = dy; dagegen dem 
Uebergange von M zu dem correſpondirenden Punkte M’ der zwei⸗ 
ten Curve die Zunahmen P = der und P — PM = dy. 

In dem beſonderen Falle, welchen der obige Paragraph behan— 
delt, it 8 = 0 für alle correſpondirenden Punkte der beiden Cur— 
ven, d. h. es fällt M’ in m. 4 


http://rcin.org.pl 


176 XXXIX. Abſchnitt. 


$. 500. Es läßt ſich leicht beweiſen, daß in den Aus- 
drücken 5 — = x. die Ordnung der Zeichen d und 
8 willkürlich geändert werden darf. Denn es ſei die Or- 
dinate irgend eines Punkts der gefuchten Curve, fo iſt die 
Ordinate des folgenden Punkts in der nämlichen Curve 
A d, die Ordinate des correſpondirenden Punkts der be— 
nachbarten Curve dagegen y 8 J. Demnach iſt die Ordi— 
nate des folgenden Punkts in dieſer letzteren Curve eben 
ſowol y + dy ö /), als auch y+öy+d(y+8y); 
und daraus geht hervor 84 — dd. ) 

) In Fig. 54 kann man die Ordinate O. des Punkts N’ eben 
ſowol durch Variation aus ON, als auch durch Differentiation aus 
PM hervorgegangen anſehn. Im erſten Falle hat man für ON. 
den Ausdruck OV 5. OW, d. i. 7 E 4% 8 % dy, und im 
zweiten Falle den Aus druck PM d. PM, d. i. 5 8 
diy 8) woraus wie oben folgt 50% = döy. 

Aus dieſer Gleichung ergibt ſich weiter die Gleichung ö/Vdr = 
ö (Fd); d. h. die Ordnung der Zeichen 7 und d darf ebenfalls 
willkürlich geändert werden. Denn wenn man „Far = fett, fo 
wird dU = Var, folglich 84 — döU — Ö(Vdr), und daraus 
U — SölVdr). 

Ferner iſt nach den Regeln der Differentiation, welche auch 
für die Variation gültig bleiben, 80 r = V. ddr dαν. 57 

= . dor d. 8 , folglich &/VYdr— JV. dir . 8 V. 
Und da überdies die Integration durch Theile gibt IN: d 

d — för.dV, fo hat man endlich 


14 
8 Vd — Vör + [de Gz 45 57). 
Setzt man hierin dr = 0, wodurch der erſte Theil auf der rechten 
Seite der Gleichung und der zweite Theil unter dem Integralzeichen 
verſchwinden, fo hat man die Rechtfertigung des am Schluſſe des 


i To "To 
$. 499 gebrauchten Ausdrucks d2.8V für 8 Var. 


To To 


u 
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Dieſelbe Bemerkung kann auf die Function 45 und 
die folgenden Functionen übertragen werden, ſo daß man 
erhält e u. ſ. f. Man kann alſo ſtatt 
der vorigen Gleichung ſchreiben 


„ ar 
of, 4 (7 tr + 9224 2 +2.) 
T, 


Wenn man jedes Glied auf der rechten Seite diefer 
Gleichung für ſich betrachtet, ſo erkennt man leicht, daß dieſe 
Glieder ſich vermittelſt der Integration durch Theile ſo 
umgeſtalten laſſen, daß unter dem Integralzeichen keine Diffe— 
rentiale von Variationen mehr vorkommen. Man erhält 


dd dp, 
Jar Const + Pöy — ‚für 47897 


folglich wenn man für die in dieſer Gleichung enthaltenen 
Größen die Werthe ſetzt, welche den beiden Gränzen ©, und 
vo des Integrals entſprechen, 


0 = Const + Tode 


* 7 
W e 
975 dr. P = Const + Pod eye . d. 4875 


und wenn man die erſte Gleichung von der zweiten ſubtrahirt 


7 „89 15 dp 
d. PY] = Pod % — d. d 
* = 10 To er 


+ Pod ye 


Man findet ebenſo für das folgende Glied 
Navier, Diff.⸗ und Integralr. II. Band. 12 
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u 40 ddy 
far 0 * — Const + 05 4% — f Ar. ee 


— Const + 08% — 2 8 + de. 48 8% 


folglich 


Das nächſtfolgende Glied gibt 


d a2 'dR d 
far Const + A8 4 ee — far. ve 


dR „di 
been . 5 5 4 5 % L 4 5% fd 40% 


folglich 
Io 4 
$ dx I — 85 —= 
To da 


2 en 3 
N. r dr. ER, 
Toy b 


d dN di de, 
RS 8 — 2 5 4% + b 59. 


u. ſ. f. für die übrigen Glieder. 
Dürch dieſe Umformungen verwandelt ſich die vorige 


Gleichung, welche die Bedingung des Maximum oder Mi— 
nimum ausſpricht, in 
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8 Be ＋ 2c. ) Sy — (9-3 L 14 Neis 


— (A- ac.) ò e 


0 (ee ). (e. ke Dec 
(at.) 84% Et 


en * Ar 
+ fs “una, rer Tu 45 Cr. ) 7 


Dieſe Gleichung muß gültig bleiben, wenn die Bedin— 
gung eines Maximum oder Minimum des vorgelegten be— 
ſtimmten Integrals erfüllt ſein ſoll, wie auch die Variatio— 
nen, welche das Zeichen 8 anzeigt, gewählt werden mögen. 
Die beiden erſten Reihen enthalten die Variationen der 


dy d? d o N 00 3 
Größen Yo ae, a 21. und Yo, 47, , de., welche die 


4 = ꝛc. darſtellen, ſobald 
man in dieſen der Abſtiſſe v die Werthe 4% und zu beilegt, 
welche den Gränzen des beſtimmten Integrals entſprechen. 
Die dritte Reihe enthält unter dem Integralzeichen die Va— 
riation d irgend einer beliebigen Ordinate der Curve, welche 
Variation vollkommen willkürlich iſt. Dieſe dritte Reihe 
muß deßhalb für ſich allein gleich Null geſetzt werden; und 
dasſelbe gilt demnach auch von den beiden erſten. 

8. 501. Man hat alſo erſtens die unbeſtimmte 
Gleichung 


Werthe der Functionen 3, 


429 d'R 

ch 
welche allen Punkten der Curve angehört, und welcher vor 
allen Dingen der Ausdruck von y durch 4, der die Aufgabe 
12* 


G = 
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löͤſt, Genüge leiſten muß. Dieſe Gleichung iſt eine Diffe— 
rentialgleichung zwiſchen den Veränderlichen = und , von 
der man mithin das allgemeine Integral zu ſuchen hat. 

Man hat ferner, wenn die Variationen in Bezug auf 
die untere Gränze des Integrals unabhängig ſind von den 
Variationen in Bezug auf die obere Gränze, die beftim m— 
ten N 


(1-4 4 1. 87. — (0-5 in — 
— (N — Ren 


0 +( Pe ) (0. — 4 u) 8 Ye 
+ Rn )d et; 


welche den beiden Gränzen des Integrals angehören, und 
denen gleichfalls der Ausdruck von durch ©, welcher die 
Aufgabe löſt, Genüge leiſten muß, wenn man für » die 
beiden Werthe ©, und =. an die Stelle ſetzt. 

Wenn die Endpunkte der Curve der Lage nach gegeben, 
d. h. wenn die Werthe der Ordinaten y und yo gleich wie 
o und zo conftant find, ſo hat man 8 — 0 und 8 0, 
und die erſten Glieder der beiden betreffenden Gleichungen 
fallen aus. Um dieſen Gleichungen Genüge zu leiſten, 
reicht es alſo in dieſem Falle hin, die folgenden Glieder 
für ſich gleich Null zu ſetzen. Ebenſo mean die Werthe 


einiger von den Differentialverhältniſſen U Feen Y x. für den 
einen oder den andern . durch die Natur der Auf⸗ 
gabe gegeben ſind, ſo hat man 28 20, 8 42— 0, ꝛc. für 


den einen dieſer Punkte, oder 8 42 0, en = O, ꝛc. für 
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den andern; und die mit dieſen Variationen behafteten 
Glieder fallen von ſelbſt aus. Die Glieder, welche auf dieſe 
Weiſe in Folge der beſtimmten Werthe nicht von ſelbſt ver- 
ſchwinden, die die Ordinate y oder einige ihrer Differential- 
verhältniſſe in den Endpunkten der Curve beibehalten ſollen, 
müſſen für ſich gleich Null geſetzt werden. Die auf ſolche 
Weiſe erhaltenen Gleichungen dienen im allgemeinen zur 
Beſtimmung der willkürlichen Conſtanten, welche die Inte— 
gration der oben gedachten unbeſtimmten Gleichung herbei— 
führt. 

$. 502. Bevor man weiter geht, kann man bemerken, 
daß das Nullſetzen desjenigen Gliedes in dem Ausdrucke 
von dr. 8“, welches mit dem Integralzeichen behaftet 
bleibt, die nothwendige Bedingung ausdrückt, welche erfüllt 
werden muß, damit die angezeigte Integration ausgeführt 
werden kann, d. h. damit die Function dz.8V ein genaues 
Differential iſt. Dies wird aber eine Folge davon ſein, 
daß die Function de ſelbſt ein genaues Differential iſt; 
denn nimmt man Vd = dl, fo ergibt ſich ö (VT) — 


7 [73 se di 
ddl = dÖU. Ferner wenn man /, , , . ſtatt 2 
3 
28 A x. an die Stelle ſetzt, fo kann die in Rede ſte— 
hende Bedingungsgleichung 
F dP 420 4 
nn m di TE. . 


geſchrieben werden 


d2 Fd 
0 = (4 +) — 255 er 
und wenn diefer Gleichung Genüge 779 75 ſo iſt die 
Function Fd, in welcher Y die Größen , / ', ' ꝛe. 
enthält, ein genaues Differential von einer Function von 
der nächſt niedrigen Ordnung. 
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Dieſer Satz kann für Functionen der erſten Ordnung 
auf folgende Art unmittelbar bewieſen werden. Die Be— 
dingungsgleichung 5 in — 7 Falle auf 


Da dieſe Gleichung identiſch — Br fo müſſen die beiden 
Glieder auf der rechten Seite derſelben von einerlei Ord— 


ws 1 Weil nun 0 nur y enthalten kann, fo folgt, 


daß d 757 „ nicht y enthalten darf, weil fonft-- 805 0 auch y" 


Lene würde; woraus ſich weiter ergibt, daß die in Rede 
ſtehende Differentialfunction der erſten Ordnung, welche ein 
genaues Differential fein fol, nothwendig die Form haben muß 
(A BV)de, d. i. Ade + Bdy, 
wo 4 und B Functionen von = und „ allein ſind. Dieſe 
Function liefert 
d “ dB dy dV 
47 dy da, dy 
und durch e dieſer Werthe in die Bedingungs— 
Fe kommt 
dA 4 % dB d daB 
ee N 
ech ie mit §. 364. ü 
$. 503. Es wurde im $. 499, um zuerſt den ein= 
fachſten Fall zu betrachten, die Annahme gemacht, daß in 
dem vorgelegten Integrale 


10 
Vd, 
To 


welches zu deinem Marimum oder Minimum werden ſoll, 
die beiden Gränzen * und =, conftant fein, oder mit 
anderen Worten, daß bei allen Veränderungen, die man 


3 


http://rcin.org.pl 


Variationsrechnung. 183 


mit der Curve vornehmen kann, welche die Beziehung zwi— 
ſchen y und 4 räumlich darſtellt, die Endpunkte dieſer Curve 
beſtändig auf den nämlichen Parallelen zur Achſe der blei- 
ben ſollten. Jetzt mögen jene Gränzen als veränderlich 
angeſehen werden. In dieſem Falle wird man die Function 
W - 
„de auf eine fo allgemeine Weiſe wie möglich ſich 
To 
ändern laffen, wenn man annimmt, daß alle Abſciſſen z um 
die willkürliche Größe d zunehmen, während zugleich die 
Ordinate y und ihre Differentialverhältniſſe, wie vorhin, 


zunehmen um die Größen dy, 5 * 2. Die Curve, 
welche die Beziehung zwiſchen y und 4 ausdrückt, verwan— 
delt ſich damit in eine unendlich nahe liegende Curve. Die 
Variation des Integrals 155 yd, welche auf die angege— 
To 
bene Weiſe zu Stande kommt, wird ausgedrückt werden durch 
— 
— o do ＋ V% d + dv. & V. 
— To 
Man muß indeſſen bemerken“), daß in Folge der Vorauss 


) Die Richtigkeit dieſer Gleichung mit Rückſicht auf die bier fol- 
gende Bemerkung wird man leicht geometriſch, mit Hülfe von Fig. 
54, erkennen. Es läßt ſich jedoch dieſe Gleichung auch unmittel⸗ 
bar aus der in der Anmerkung zu $. 500 gegebenen Gleichung 


> dV 
8 / d = Vd r A [de (r Ab) 
herleiten, wo jetzt nicht mehr 8 0 zu ſetzen iſt. Denn nimmt 
man das Integral von % bis %, fo kommt 
225 4＋ dv 
5 [ EBEN IT / de( 8-88), 
u To u To a 
welcher Ausdruck mit dem obigen völlig übereinſtimmt, wenn man 
das Folgende beachtet. 
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ſetzung jeder Punkt der erſten Curve jetzt dadurch in die 
zweite Curve übertragen wird, daß ſowohl z in v ＋ dx als 
auch / in y + d übergeht. Folglich hat die Ordinate, 
welche der Abſeiſſe z in der geänderten Curve entſpricht, zu 


ihrem Ausdrucke y+dy -(# +54 do, oder wenn man 
die Größen der zweiten Ordnung vernachläſſigt, 7d — 
45 dr. Will man alſo den Werth von 8 in dem vorher— 
gehenden Ausdrucke entwickeln, ſo muß man die Sache ſo 
anſehen, als ob 5 nicht um dy, ſondern um 5% — 4 da 
zugenommen habe. Dasſelbe gilt von den derivirten Func- 
tionen von 7. Als Zunahme von 42 darf man nur an- 


> 


d ya Ba 
ſehen 5% „ d, oder 8 % — 47 875 ebenſo als 
da d? d3 Y ; 
Zunahme von. 4 nur oͤ * 45 8 u. ſ. f. Wenn man 


alſo jetzt, wie im §. 499, mit N, P, O, x. die partiellen 
Differentialverhältniſſe der Function / reſp. in Bezug auf 


die Veränderlichen , 25 FR 20. bezeichnet, ſo muß man - 
hier ſchreiben 
te day, dy dag d2y d 
NC 40) N d 4) 00 182 )-Rr. 


Setzt man nun ferner 


* „ 
87 — J d = du, 
ſo ergibt id) durch Differentiation 
döy 4% dy don dd. 


d 7 d N 
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und men man dazu die identiſche Gleichung addirt 
8 * . 4% ddr 


de de dr da ' 


ſo kommt, da die Ordnung der Zeichen d und d nach Will- 
kür vertauſcht werden darf, 


d drr dr 
Differentiirt man wieder dieſe Gleichung, wodurch man erhält 


4 
dd A. 
d d d?y dör dd 
da das dri de dar’ 
und addirt dazu die identische Gleichung 
dy dy 
S % s e _ ar _ @y dr 
da ad nr d de 


ſo findet man ebenſo 
8 d2y day dx _, d?öu 


dad das der 
Auf dieſe Weiſe erhält man 
3 
8 J % de Pu 


d n 
und fo fort. Folglich kann der vorſtehende Ausdruck für 58V 
geſchrieben werden 
d2du d3du 
87 Nb + Pe 4 04% L K fr +3. 


Die Bedingungsgleichung für das Maximum oder Mi— 
nimum wird alſo jetzt 


— % d + % d re N 4 
u E „ ee e me +) |’ 
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und wenn man auf der rechten Seite dieſer Gleichung die— 
ſelben Umformungen vornimmt wie im §. 500, fo verwan- 
delt 55 die Gleichung in 


a, Lo c ir 7255 en ( 45 847 


er 4% 5 8 
er), (3% ra dx 2 ) ꝛc. 
0 N t 00 (Arve) 
A (% echt 30.45 Da cm, Sl 3) it. 


47 RO d>R 
/ ee eee 0 ddr) 
Vergleicht man dieſes Reſultat mit demjenigen des 
§. 500, fo ſieht man zunächſt, daß man hier zu der näm— 
lichen unbeſtimmten 9 gelangt 
40 d3R 
0=N—— Zu 6, 
welche für alle Punkte 5 Curve erfüllt werden muß. Die 
beſtimmten Gleichungen dagegen weichen von denen des 
§. 501 ab, ſowol durch Einführung der Glieder — Vd und 
Voöro, als auch dadurch, daß ſtatt der Größen öy, und 


de geſetzt find 8 dr und 8d — = do; Statt 


der Größen 8 De und 5 5 geſetzt ö 42 — ri do und 


8 % — 44% 
dx da? 


8205 u. ſ. f. So lange die Variationen 


285 ꝛc. und de, dYo, 5% ‚2. willkürlich find, 
hat man den Coefficienten einer n dieſer Variationen 
für ſich gleich Null zu ſetzen, wodurch man eben ſo viele 


verſchiedene Gleichungen erhält, denen der geſuchte Ausdruck 


d vo, ö o, ö 
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von / durch * Genüge leiſten muß, wenn man darin für 
a die Werthe z, und zo an die Stelle ſetzt. Wenn einige. 


von den Größen 4, , = g N ‚2x. für den einen oder 


andern Endpunkt der Curve be Werthe beſitzen, ſo 
fallen die Glieder, welche die Variationen dieſer Größen 
enthalten, von ſelbſt aus, und man hat nur die mit den 
übrigen Variationen behafteten Glieder gleich Null zu ſetzen. 
Auch iſt zu bemerken, daß, wenn die Lage der Endpunkte 
vollkommen willkürlich bleibt, ein jeder dieſer Punkte in der 
Ebene der Curve angenommen werden kann, wo man will, 
ohne das er aufhört der Bedingung das Maximum oder 
Minimum des vorgelegten beſtimmten Integrals Genüge 
zu leiſten. Folglich darf man in dieſem Falle d = 0 und 
8/ 0 ſetzen, und mithin diejenigen beiden Gleichungen 
weglaſſen, welche durch das Nullſetzen der Coefficienten, mit 
denen dieſe beiden Variationen behaftet ſind, zu Stande 
gekommen ſein würden; der in Rede ſtehende Fall liefert 
alſo zwei Gleichungen weniger zur Beſtimmung der Con— 
ſtanten. * 


§. 504. Es kann der Fall eintreten, daß die Function 
in dem beſtimmten Integrale 


ſcherde, 
JTo 


welches zu einem Maximum oder Minimum gemacht wer- 


! 1 dy 
den fol, eine oder mehrere von den Größen 40, Jo, 15 


47. ꝛc. oder wo, 1, * Ze, 2. in ſich enthält, welche 
ſich auf die Endpunkte der Curve beziehen. Ein Beiſpiel 
dieſer Art liefert die Aufgabe der Brachiſtochrone, §. 497, 
wo die Function unter dem Integralzeichen die Abfeiffe des 


erſten dieſer beiden Punkte enthält. Man muß in dieſem 
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Falle bei der Bildung der Variation 8“ auch die in Rede 
ſtehenden Größen varürren laſſen, falls nicht etwa ihre Werthe 
vermöge der Natur der Aufgabe conſtant ſind. 

Wenn z. B. J die Größe z, enthält, fo wird, wenn 
man die Variation von F in Bezug auf x, mit udo bes 
zeichnet, der Ausdruck von 8“ im §. 503 um das Glied 
udo vermehrt werden müſſen. Folglich muß das Glied, 
welches in der Bedingungsgleichung für das Maximum oder 


Minimum mit dem Integralzeichen behaftet iſt, vermehrt 


＋. 


werden um die Größe 15 dr. udo, od. d nd. Daraus 
0 


To € 
ergiebt fih, daß man dieſe Größe auf der rechten Seite 
derjenigen unter den beſtimmten Gleichungen hinzufügen 
muß, welche ſich auf die untere Gränze bezieht, ſo daß das 
mit dx, behaftete Glied in dieſer Gleichung wird 


(- 2 bude) deo, 


Auf dieſelbe Weiſe würde man auf die Variation der übri— 
gen in Rede ſtebenden Functionen Rückſicht zu nehmen ha— 
ben, wenn dieſelben in der Function J vorkommen ſollten. 


8. 505. Bis hieher wurde der Fall betrachtet, wo 
eine einzige unabhängige Veränderliche z vorliegt, nebſt einer 
Function , welche von dieſer Veränderlichen abhängig iſt, 
wie es in allen Aufgaben ſtattfindet, die ſich auf eine ebene 
Curve beziehen. In den Aufgaben dagegen, welche eine 
Curve von doppelter Krümmung betrachten, hat man eine 
unabhängige Veränderliche z und zwei Functionen y und 2, 
welche von dieſer Veränderlichen abhängen. Bezeichnet man 
wie früher das beſtimmte Integral, welches zu einem Ma— 
rimum oder Minimum gemacht werden ſoll, mit 


Toydæ 
x 711 
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fo enthält hier die Function Vim * außer 


d? 
der Veränderlich en 4, die Functionen 3, 45 5 458, x. und 
dz dzz 
, dr, dri 


Man nehme zuerſt wie in §. 499 die Gränzen % und 
do des Integrals als conſtant an. Die Variation dieſes 
Integrals ift fodann 


T, 2%, ö /. 
To 


Wenn man ferner die Function Jin Bezug auf die Grö- 
ßen , 2 und deren derivirte Functionen differentiirt, und 
die Differentiale mit d bezeichnet, ſo hat man 


n +ır. 
* nd 55 45 at rö BR | 


und die Gleichung, welche die Gag des Maximum 
oder Minimum des vorgelegten beſtimmten Integrals aus— 
drückt, wird 


Mm 


5 70 %% C08 4 5 4 + x. 
e 13 + 70 2 8 i. 


Wendet man auf dieſe Gleichung die Entwickelung von 
§. 500 an, fo ergibt ſich wie im §. 501: 1) daß für alle 
Punkte der Curve die 3 Gleichung beſtehen muß 


rat 45 46 C71.) 8 
109 244 0 


welche, wenn die eee dy und os völlig unabhängig 
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von einander find, in die beiden rege Gleichungen zer⸗ 
fällt 


d 
oe 


RR 


und 2) daß man ebenfo für die beiden Endpunkte der Curve 
folgende beſtimmte Gleichungen haben muß: für En erſten 
Punkt 


0 R dn, 2 
(I =. ＋ — 12 8% + (o. 2 4 Eur) 8 45 


) 
ee 440 en Dr 820 al 45 E.) 8 5 8 e 
＋ Co- 2.) & 4: . 
und 5 den zweiten Punkt 


() + (0. 84 
＋ 0 8 % bet. 


1 (1 — 45 4 +3.) 52. (. — 45 2 420 8 5 
＋ 6 ee e 


Für dieſe beiden Gleichungen gelten übrigens dieſelben Be— 
merkungen, wie im $. 501, in Betreff der Bedingungen, 
welche für die Endpunkte der Curve gegeben ſein können. 
Ebenſo wird man auf den vorliegenden Fall die Bemerkun— 
gen des §. 504 übertragen, rückſichtlich der Nothwendigkeit, 
in dem Ausdrucke von 59 die Variationen derjenigen Grö— 
ßen in Betracht zu ziehen, welche den Gränzen entſprechen, 
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falls dieſe Größen veränderlich ſind und in dem Ausdrucke 
der Function Y vorkommen. 

Es kann keine Schwierigkeit haben, dieſe Entwickelung 
auf ſolche Fälle auszudehnen, wo eine größere Anzahl von 
Functionen vorliegt, welche von der Veränderlichen & ab— 
hängig ſind. 

§. 506. Man kann hier wie im F. 502 bemerken, 
daß die Gleichungen 


en Nr 
d d dars A 


er man 7 3 kann 


e 


er d2 1 
Aud ltr are 456 (A.) Ke, 
5 Fe - 10 4% de 
indem man / / „ c. an die Stelle von 4, 72, ld 2. 


dz Be 4 

d / d das’ 2c. ſetzt, 
die nothwendigen Bedingungen ausdrücken, damit die Func— 
tion Ydz ein genaues Differential iſt. 


In dem Falle, wo dieſe Function nur die erſte Ord— 
nung e W ſich dieſe e auf 


ee, (5 


Man ia hier zunächſt wie in Pie 4 8 Para⸗ 
graphen, daß die in Rede ſtehende Function, um ein genaues 
Differential zu ſein, die Form haben muß 

(A+ By + C d, d. i. Ade + Bdy-+ Cds, 
wo 4, B, C Functionen bezeichnen, welche 4, 5, s enthal— 
ten. Dieſe Function gibt ſodann 


7 


und 3% 2,2”, ꝛc. an die Stelle von 
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47 dB y =; y 2 2 + „ dc 25 
0 q „+ dy 3 de. 4 7 ae dz 
dV dV 

75 eee 


und wenn man dieſe Werthe in die Bedingungsgleichungen 
ſubſtituirt, In fommt 


dA 40 . BR Lu 
try t+ge rat En): 


AA ee ee 
Gade e 4 4 +8) 
oder 

da e (dB _ACN , 

er“ “ ” Er N dee... di. 


d . 
„„ 
Da dieſe Gleichungen nicht zur Beſtimmung von y und z 
dienen können, day und s beliebige Functionen von ſein dür— 


fen, ſo erhält man daraus die drei verſchiedenen Gleichungen 

dA dB dA dc dB 40 

C euma eye 
übereinſtimmend mit §. 365. 

§. 507. Wenn man jetzt annimmt wie im §. 503, 

daß die Gränzen o nnd q des vorgelegten beſtimmten 
Integrals ſich ändern können, fo muß man auch die Abſeiſſe 
© bariiren laſſen. Man erkennt leicht, daß die Variationen 
derjenigen Ordinaten, welche dieſer Abſtiſſe Asen en als⸗ 


dann nicht mehr dy und do find, ſondern 85 —45 dr und 
85 — Fr. Folglich wird die unbeſtimmte Gleichung, welche 
für alle Punkte der Curve beſtehen muß, 
d 420 4 f. 
(A A d ee 4e ee 50 de.) 5 
) ) 


d?q 


I+G-#+% 4 E,) (Be be 
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und wenn die Variationen 8, 8) 82 völlig unabhängig 
von einander ſind, ſo hat man wie oben die beiden Glei— 


chungen 
d d3R 
a ol + an te 3 


69 dr 
b -= ae a Bu 2 +. 
Rückſichtlich der beſtimmten Gleichungen wird man eben- 
fo finden, daß man auf der rechten Seite derjenigen, Gleis 
chung, welche ſich auf die erſte Gränze bezieht, das Glied 
— o de hinzuzufügen hat, jo 255 ſtatt 8% und dzo zu 
ſetzen 89 — 2 dx, und 820 — 40 den 0805 ftatt 8 725 und 
* zu Sn * 42 l der ni 3 m “ TERN 
Wee auf der rechten Seite 9 70 ir) welche 
ſich auf die zweite Gränze bezieht, hat man das Glied / d 


hinzuzufügen, und ſtatt 8 und 826 zu ſetzen 8% — 45 de 


und 88 — Eu do; ſtatt 8 4 und d * 4 zu ſetzen ö en — 


127 1 daa 
1 427 d 5 5 4 _ 47 Br u. ni Mr 


8. 508. 36 1 den en; welche ſich auf Flächen 
beziehen, — z. B. bei der Aufſuchung derjenigen Fläche, 
welche, von einem gegebenen Umriſſe begränzt, den kleinſten 
möglichen Inhalt beſitzt, — hat man zwei unabhängige Ver- 
änderliche © und 7 zu betrachten, nebſt einer Function 2, 
welche von dieſen Veränderlichen abhängt. Es handelt ſich 
ſodann darum, die Bedingungen des Maximum oder Mini- 
mum eines doppelten beſtimmten Integrals auszudrücken, 
welches die Form beſitzt 


To / Yo 
fi d J, Ydy, 
I% Yo 


Navier, Diff. und Integralr. II. Band. 13 
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und in welchem Tim allgemeinen die unabhängigen Vers 


änderlichen z und 7 nebſt der Function 2 und ihren diri— 
. E f de de dız ds da 
virten Functionen d d di / drdy / di- x. enthalten 


kann. 

Es möge hier nur der Fall betrachtet werden, wo die 
Projection des Umriſſes, welcher die geſuchte Fläche begränzt, 
auf der Ebene zy ein Rechteck bildet, deſſen Seiten reſp. 
den Achſen der z und y parallel find. Die Gränzen =, 
und as bezeichnen die äußerſten Abſtiſſen, und ebenſo die 
Gränzen % und die äußerſten Ordinaten. Ferner ſollen 
dieſe Gränzen gegebene und unveränderliche Werthe haben, 
ſo daß der Umriß des in Rede ſtehenden Flächentheils immer 
zu feiner Projection die Seiten jenes Rechtecks behält. Als— 
dann iſt es nicht nöthig, die Abſeiſſen v und 7 variiren 
zu laſſen. Die Variation des vorgelegten beſtimmten In= 
tegrals wird alſo 


To Yo 
* ie | d d , 
To Yo 


und wenn man ſetzt 
* dz dz d?z d’z dız, 5 


fo erhält man als Ausdruck für die Bedingung des Maxi⸗ 
mum oder Minimum des vorgelegten Integrals die Glei— 
chung s 


"To Yu d 4 
0=/ 4 47 [+ N 
J To Yo 4 * 
d’z d d’z 
++ 05 % . Bar |. 
F. 509. Wendet man hierauf die Regeln der Varia- 
tionsrechnung an, wie im §. 500, indem man in allen 
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Gliedern, welche unter dem doppelten Integralzeichen ent— 
halten find, das Zeichen d vor 8 ſetzt, und ſodann nach 
der Integration durch Theile verfährt, ſo laſſen ſich dieſe 
Glieder auf folgende Weiſe umwandeln. 


Yard , [üy. Mdz fi la gn da. coca 


1 5 


Fe = 9 5 
ws Day. 1 72 d/%M5Z) „ + d%/öHð&ð ) 
40 Yo Yo (20) Yo (2) 
Yo 
— SE EM. % 2 — ö. 


Die Zeichen a) und (zo), unten an die Klammern 
geſetzt, ſollen ausſagen, daß in den in diefen Klammern ent= 
haltenen Größen für © reſp. die Werthe S und x, 
geſetzt ſeien, d. h. daß dieſe Größen diejenigen Werthe be— 
ſitzen, welche den Gränzen der Fläche parallel mit der Ebene 


9 entſprechen. 
Dieſelbe Umformung gibt 


RX: * de * ddz * To 74 
45 1 —— d.ı(Nd 4 V= 
To Yo gi To 1 ut. = 1 (Yo) 


ER Ya 
— di ＋ dy 5 8. 
9 Yo J 


Die Zeichen (/) und (/) bedeuten, daß die in den 
Klammern enthaltenen Größen diejenigen Werthe angenom— 
men haben, welche den Gränzen der Fläche N mit der 
Ebene as zugehören. 


2 er ee ee - [ar 55 


An fürdy 455 ER de + Const, 
13* 
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woraus 


“= La ay 601 HM ITEM 

+ 5 "Ay ( 45 3 1 KR 05 
A 3 

9 [füsao2% ſar o 1 10 Const 


— ‚für 7 — fäy 5 . ae, g, ds Const; 
und folglich 


575 4 f 470 = 
1 15 ee 5 47 (4 15 9 
575 e Tr — 40 1 
* I fun dy ge 


Aber man hat 
ddz 40 
ſuro eO — füa 4 9% + Const, 
und dadurch verwandelt ſich der vorſtehende Ausdruck in 
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8 d2dz 
IE I im 
405 
88 (082) 7 wtf. del de) (yo) 


0 do 
Br 1 4% (0 d.) 
Yo 0 (400 


obe ug tu di 4 (Not) 


E 4% (5,82) 2 Lam 0% 45% de 
Da 


Das folgende Glied, welches R enthält, erfährt dieſelbe 
Umwandlung wie das mit behaftete Glied; man hat alſo 
in 2) nur nöthig = und y zu vertauſchen. 

Setzt man dieſe Werthe in die Gleichung, welche die 
Bedingung des Maximum oder Minimum darſtellt, ſo wird 
dieſelbe 


Vo) 


(088) „ 6000 U % 709570 Yo 1 Jo 
— Ie Hehe], 
1 9 
7 Yo tt], ) 
8998 Le hier] 
00 
975 e eee 
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Dieſe Gleichung muß für alle Werthe Gültigkeit haben, 
welche man den Variationen der Ordinaten der Punkte, 
die im Innern oder auf den Gränzen der Fläche liegen, 
ertheilen mag. 

$. 510. Man hat alſo erſtens die unbeſtimmte Gleis 
chung 

= dN I P 
R 4 L L 4c 4 r 
der für alle Weihe ri Koordinaten, welche Br den 
Gränzen liegen, Genüge geſchehen muß. 

§. 511. Man hat ferner zu ſetzen 
i 0560 n (To o an O2) 0 1 
und wenn alſo die Variationen ds der Ordinaten in den 
vier Eckpunkten des Rechtecks, welches die Projection der 
Fläche darſtellt, willkürlich find, fo muß für die Werthe 
der Coordinaten, welche dieſen Punkten angehören, O den 
Werth Null haben. 

Sodann hat man die Gleichung 


o-(M 1 — 4 1 „ .) d (1. 05 5 he 
die für alle Werth 92 Coordinaten beſtehen a welche 
Punkten auf denjenigen Gränzen der Fläche angehören, die 
mit y2 parallel u und endlich die Gleichung 

0 =( = 4 5 1 8 (A0) % Cu, 
die für alle Werthe beſtehen muß, welche Punkten auf den- 
jenigen Gränzen eee die mit 23 parallel find. Wenn 
die Variationen ds, > der 5 4% x. an dieſen Gränzen will— 
kürlich fine, fo hat man jedes Glied dieſer Gleichungen für 
ſich gleich Null zu ſetzen. 
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§. 512. In dem Bisherigen wurde ſtillſchweigend die 
Vorausſetzung gemacht, daß keine im Voraus gegebenen 
Beziehungen unter denjenigen Größen ſtattfinden ſollten, 
welche in den Ausdruck der Function V eingehen. Indeſſen 
liefert die Natur der hier in Rede ſtehenden Aufgaben in 
der Regel gewiſſe Bedingungen, auf welche Rückſicht ges 
nommen werden muß, während zu gleicher Zeit der Be— 
dingung des Maximum oder Minimum des vorgelegten 
Integrals Genüge geleiſtet wird. Der Einfluß ſolcher Be— 
dingungen äußert ſich darin, daß ſie die Wahl der Werthe 
beſchränken, welche den mit 8 bezeichneten Variationen bei- 
gelegt werden können. 

Wenn z. B. der Werth des vorgelegten beſtimmten In— 
tegrals von der Geſtalt einer Curve abhängig iſt, ſo kann 
es geſchehen, daß die Endpunkte dieſer Curve der Bedin= 
gung unterworfen ſind, in zwei gegebenen Linien enthalten 
zu fein, deren Gleichungen find g) und y=Y(z). 
Die Variationen dx, und do der Coordinaten des erſten 
Punkts, fo wie die Variationen dx, und 8 der Coordi— 
naten des letzten Punkts, müſſen alsdann in den entſpre— 
chenden Verhältniſſen zu einander ſtehen, ſo daß ſie reſp. 
dieſen Gleichungen Genüge leiſten. Man muß alfo in die— 
ſem Falle haben 


A dg e 


welche beiden Gleichungen gleichzeitig mit den beſtimmten 
Gleichungen beſtehen müſſen, die man durch die Entwicklun— 
gen der SS. 501 und 503 gefunden hat. 

Wenn ferner die Richtung der Tangente in den End— 
punkten der geſuchten Curve gleichfalls mit der Richtung 
der Tangente derjenigen Curven übereinſtimmen ſoll, deren 
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Gleichungen find /g) und / 500 ſo hat man 
noch die Gleichungen 
dyy de. g de, G. pg) 

da e e e, Ne rn; 
u. ſ. f. für die übrigen Differentialverhältniſſe. Mit Hülfe 
dieſer Bedingungsgleichungen kann man einen Theil der 
Variationen, welche ſich in den Bedingungsgleichungen 
vorfinden, eliminiren; nach dieſer Elimination werden die 
übrig bleibenden Variationen vollkommen willkürliche Grö— 
ßen fein, und man wird mithin den Coefficienten einer je- 
den einzeln gleich Null ſetzen. 

§. 513. Es kann indeſſen auch Bedingungsgleichungen 
geben, die für alle Werthe der Veränderlichen Gültigkeit 
behalten ſollen, welche innerhalb der Gränzen des vorge— 
legten beſtimmten Integrals enthalten ſind. Sucht man 
z. B. die kürzeſte Linie, welche auf einer gegebenen Fläche 
zwiſchen zwei in ihr angenommenen Punkten gezogen wer— 
den kann, ſo muß augenſcheinlich, wenn man die Gleichung 
der Fläche mit F(x,y,2)—=0 bezeichnet, die Ordinate der 
geſuchten Linie immer dieſer Gleichung Genüge leiſten. In 
einem ſolchen Falle werden alſo die Variationen der Größen, 
welche in der Function enthalten find, durch die Bedin— 
gung beſchränkt, daß die Werthe dieſer Größen ſtets die 
gegebene Gleichung erfüllen müſſen; und mithin muß dieſe 
Gleichung auch noch beſtehen, wenn man in ihr, ſtatt dieſer 
Größen, die um die Variationen vermehrten Werthe der— 
ſelben an die Stelle ſezt. Man kann demgemäß die ge— 
gebene Gleichung in Bezug auf die in Rede ſtehenden Grö— 
ßen differentiiren, indem man die Differentiale mit ö be— 
zeichnet. Es ſei nun allgemein 

ö L=0 

eine Bedingungsgleichung, in welcher Z irgend eine Function 
von den unabhängigen Veränderlichen, den abhängigen Ver— 
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änderlichen und den derivirten Functionen der letzteren be- 
deutet, ſo bilde man die Gleichung 
dL = O, 

wo d eine Differentiation anzeigt, welche in Bezug auf 
alle dieſe veränderlichen Größen ausgeführt wird. Dieſe 
Gleichung kann man ſodann zur Elimination einer der 
Variationen anwenden, welche in der unbeſtimmten Glei— 
chung vorkommen, die durch das Nullſetzen desjenigen Glie— 
des entſtanden iſt, welches in der allgemeinen Gleichung, 
die die Bedingung des Maximum oder Minimum ausdrückt, 
unter dem Integralzeichen ſteht. 

Ebenſo wird man verfahren, wenn mehrere 5 vorigen 
analoge — 

1 = O, 1 2c. 
gegeben ſind. Man bildet gleichfalls die Gleichungen 
dM = O, SNS, Us 

welche man mit der genannten unbeſtimmten Gleichung 
verbindet, um ſo viel Variationen wie möglich zu eliminiren. 
Die Coefficienten der übrig bleibenden Variationen werden 
ſodann einzeln gleich Null geſetzt. 

§. 514. In anderen Aufgaben wird das geſuchte 
Maximum oder Minimum an die Bedingung gebunden, 
daß gleichzeitig ein gegebenes beſtimmtes Integral einen 
beſtimmten Werth beibehalten ſoll. Dieſe Fälle ſind es 
vorzugsweiſe, welche man mit dem Namen der relativen 
Maxima und Minima bezeichnet. Es gehört hierher z. B. 
die Aufſuchung derjenigen Curve, welche, bei gegebenem 
Umfang, einen jo großen oder fv kleinen Inhalt wie mög— 
lich einſchließt. Man hat ein Integral wie 


To 
Vd 
W 30 ; 


http://rcin.org.pl 


202 XXXIX. Abſchnitt. 


zu einem Maximum oder Minimum zu machen, während 
zugleich die Gleichung beſtehen ſoll 


To 
2 Lady — Const, 
90 
dy_ day 


wo gleich wie “ eine Function von 4, , dr, di, dt. 


bedeutet. Die Bedingungen der Aufgabe liefern die beiden 
Gleichungen 


To 8 To 
of, Fe = O, 75 Ude = O, 
To To 


Der Ausdruck diefer Bedingungen wird aber nicht geändert, 
wenn man die zweite Gleichung zu der erſten addirt, nach— 
dem man fie mit einer willkürlichen Conſtante à multiplicirt 
hat. Man kann alſo ſchreiben 


DR rare Pa 
of, Varta | Ude=0, oder of, (V-HaV)dı=0. 
To / Io To 


Dieſe letzte Gleichung hat man nun nach den früheren 
Regeln ebenſo zu behandeln, als ob man die Function 


En 
1 (Val) de 
To 


zu einem abſolnten Maximum oder Minimum machen will. 
Offenbar muß nämlich diejenige Relation zwiſchen y und , 
welche dieſe Function zu einem abſoluten Maximum oder 
Minimum macht, auch der Forderung Genüge leiſten, daß 


zT, 2 7 1442 A 
7 ° Ydz ein Maximum oder Minimum werde für alle 
0 


1 T P 2 
Fälle, wo 9 Id einen gegebenen Werth annimmt. Denn 
0 


wäre dies nicht der Fall, ſo würde es für die Summe der 
beiden Functionen Werthe geben, welche größer oder kleiner 
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wären als die durch das abſolute Maximum oder Minimum 

gegebenen Werthe; was unmöglich iſt. Die Conſtante a ift 

ſo zu beſtimmen, daß das Integral Ri Ude den Werth 

annimmt, welchen man in jedem beſonderen Falle feſtgeſtellt hat. 
Beiſpiele zur Variationsrechnung. 

§. 515. Es werde zuerſt gefordert, die kürzeſte Linie 

zu beſtimmen, welche zwiſchen zwei gegebenen Curven im 


Raume gezogen werden kann. Bezeichnet man die Coordi— 
naten der geſuchten Linie mit , , 2, fo hat man die 


Function 
N 1 dy dz 
7 AR: y\ +(z )* * E * 
wo die Gränzen ©, und wo veränderlich find, zu einem 


Minimum zu machen. Nach $. 507 erhält man hier zu— 
nächſt die beiden 8 Gleichungen 


5 158 r re- 


aus denen folgt 


8 * 


y F e ie 


ö ie) 9 
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Man ſchließt hieraus, daß die Differentialverhältniſſe 4 und 


115 conſtante Werthe haben müſſen, welche Eigenſchaft nur 


die gerade Linie beſitzt. Setzt man alſo 
u We 
eee be 
ſo hat man 


= be n, * e n 
als Gleichungen der geſuchten Linie; worin db, e, m, n 
willkürliche Conſtanten find. 
Was die Bedingungen betrifft, welche ſich auf die 
Gränzen des Jutegrals beziehen, ſo erhält man für den 
erſten Punkt der geſuchten Linie die beſtimmte Gleichung 


oO = ＋ (Y de, 
1 De € — N . * 68 > ( — 132) 
MORo) 


welche ſich vereinfacht in 
087 4 a 1 57 4 den I Am. 


In dieſer Gleichung FAR, do bi 82, reſp. die Pro⸗ 
jectionen der Ortsveränderung, welche man dem erſten Punkte 
der Linie ertheilt hat, auf die Achſen der 4, der y und der 
2. Nach der Vorausſetzung muß aber dieſer Punkt ſich be= 
ſtändig auf der erſten von den beiden Curven befinden, zwi— 
ſchen denen die Linie des kürzeſten Abſtandes gezogen wer— 
den ſoll. Folglich können die Variationen do, 9, d2, an- 
geſehen werden wie die Projectionen des Elements dieſer 
Curve, welches dem in Rede ſtehenden erſten Punkte anliegt, 
auf die drei Achſen. Daraus ergibt ſich, daß die vorſte— 


o 


’ 
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hende Gleichung die Bedingung ausſpricht, daß die Linie 
des kürzeſten Abſtandes mit dieſem Elemente einen rechten 
Winkel einſchließen muß. 

Eine ähnliche Gleichung erhält man für den andern 
Endpunkt der geſuchten Linie. Die kürzeſte Linie iſt alſo 
eine gerade Linie, welche rechtwinklig auf den beiden Curven 
ſteht, zwiſchen denen ſie gezogen iſt. 

Man gelangt zu einem ähnlichen Reſultate, wenn man 
die Linie des kürzeſten Abſtandes zwiſchen zwei gegebenen 
krummen Flächen ſucht. Die Variationen 8h, 8, 82, der 
vorigen Gleichung müſſen alsdann angeſehen werden wie 
die Projectionen irgend eines Linien-Elements, welches man 
auf der krummen Fläche von dem erſten Punkte der geſuch-⸗ 
ten Linie ausgehend angenommen hat, auf die drei Achſen. 
Dieſe Gleichung drückt alſo aus, daß die Linie des kürzeſten 
Abſtandes rechtwinklig auf der Fläche ſtehen muß. 

Ebenſo würde es noch ſein, wenn die Linie des kür— 
zeſten Abſtandes zwiſchen einer Curve und einer krummen 
Fläche dargeſtellt werden ſollte. Sie muß immer beide 
unter rechten Winkeln treffen. 

§. 516. Es werde gefordert, die kürzeſte Linie auf 
einer gegebenen Fläche zu ziehen. Das Integral, welches 
ein Minimum werden ſoll, iſt wie BE 


her @ 


und wenn man zur Abkürzung 


Wc ce 


ſetzt, fo hat man nach §. 507 zunächſt die unbeſtimmte 
Gleichung 


1-26) 
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Die Variationen d, 8) ds find hier der Bedingung uns 
terworfen, daß ſie der Gleichung der gegebenen Fläche Ge— 
nüge leiſten müſſen. Bezeichnet man alſo dieſe Gleichung 
mit 

2 FH, y), 
fo hat man für die Werthe der Variationen die Bedin- 
gungsgleichung 


Subſtituirt man nun dieſen Werth von ds in die vorige 
Gleichung, und ſetzt darauf die Coefficienten von dy und 
dr, u Bay bleiben, einzeln gleich Null, jo kommt 


Id dF d 7 = 
ee ur % d 
15 d id 

8 12042 BE 45 (74 da 

Da die geſuchte Linie auf der Fläche liegen ſoll, deren 
Gleichung iſt = F(, y), jo müſſen die Elemente d, dy, 
ds der Coordinaten der einzelnen Punkte dieſer Linie gleiche 
falls dieſer Gleichung Genüge leiſten, ſo daß man hat 

de %% d d 

de da % dr 
Subſtituirt man dieſen Werth in die zweite der beiden vo— 
rigen Gleichungen, ſo wird dieſelbe identiſch mit der erſten, 
wie es auch ſein muß. 

Dieſe erſte Gleichung ſtellt die Natur der Linie des 
kürzeſten Abſtandes feſt, welche Gegenſtand der Aufgabe 
iſt; ſie drückt nämlich eine geometriſche Eigenſchaft derſelben 
aus, welche darin beſteht, daß ihre Krümmungsebene be— 
ſtändig rechtwinklig auf derjenigen Fläche ſteht, auf welcher 
die Linie gezogen iſt. Um dies zu beweiſen, hat man nach 
§. 232 als Gleichung der Krümmungsebene der geſuchten Linie 
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dz da 4% des 
= de =)? 1 Kap 
— A e u 
da? 
und nach §. 217 als Gleichung der berührenden Ebene 
der Fläche, deren Gleichung z—=F(z, y) iſt, 
Fu 
u “+ dy u + K, 
wo C und K Conſtanten bedeuten. Die Bedingung, daß 
dieſe beiden Ebenen rechtwinklig auf einander ſtehen ſollen, 
wird nach §. 215 ausgedrückt durch 


de di d der ＋ 4 g 
de (de da? dx d dy da: 0 
d?y 9 
da? 


oder wenn man 47 mit Hülfe der Gleichung 


de _ dF d d 
de dr dy d 
eliminirt, 
( dF 4.0 ds d2y d dir wi di das A 0 
d d, d dz de? de dz 4% 471 dr: ,! 
oder auch 
Ay 2 d’y dy dz diz 
+ (= ; 


(eh de? dr de da 


2) dez dy de day 0 
an de? dr dadeal 
welches e identiſch iſt mit der Gleichung 


1 4% dF d Sr 
0 e 


wie ſich leicht nachweiſen läßt, en man nur in dieſer 
letzten Gleichung die angezeigten Differentiationen ausführt. 
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Die Bedingungen in Bezug auf die Gränzen ergeben 
ſich wie im §. 515, wenn man zuerſt den erſten Punkt der 
Curve betrachtet, aus der beſtimmten Gleichung 


o den + 4 d + ER den, 


Wenn dieſer erſte Punkt ſeiner Lage nach in der Fläche 
gegeben iſt, ſo geſchieht dieſer Gleichung von ſelbſt Genüge, 
weil man dann hat do = 0, 8% 0, 880 0. Wenn 
dagegen die Linie des kürzeſten Abſtandes von einer in der 
Fläche gegebenen Curve ausgehen ſoll, ſo bedeuten die Grö— 
ßen do, dv, 5% die Projectionen des Elements dieſer 
Curve auf die Achſen der *, der y und der 3; und folglich 
lehrt die vorſtehende Gleichung, daß die Linie des kürzeſten 
Abſtandes rechtwinklig auf dieſem Elemente ſtehen muß. 

Ein ähnliches Reſultat erhält man für den andern 
Endpunkt. Mithin muß die kürzeſte Linie die beiden Curven, 
zwiſchen denen fie gezogen werden ſoll, unter rechten Win- 
keln ſchneiden. 

§. 517. Die Aufſuchung derjenigen Fläche, deren In— 
halt ein Minimum ſein ſoll, iſt eine der vorigen ähnliche 
Aufgabe. Es werde angenommen, daß dieſe Fläche durch 
einen Umriß begränzt ſein ſoll, deſſen Projection auf die 
Ebene zy gegeben iſt. Das Integral, welches ein Mini— 
mum werden ſoll, wird ſodann 


Fa, 4 „ , 


und man hat hierauf die Betrachtungen der 88 508 2. anzu⸗ 
wenden. Man 0 nach §. 510 die nnbeſtimmte Gleichung 


laser 
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* 
oder wenn man die angezeigten Differentiationen ausführt 


dz d?z d de dez de 
„ Le eee 
Dieſe partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung 
gehört der geſuchten Fläche an. Die willkürlichen Functio— 
nen, welche in ihr Integral eingehen, müſſen ſo beſtimmt 
werden, daß die Fläche durch den gegebenen Umriß hindurch— 
geht. Wenn dieſer Umriß feſtgeſtellt iſt, fo find die beſtimm⸗ 
ten Gleichungen, welche ſich auf die Gränzen des Integrals 
beziehen, von ſelbſt erfüllt, und geben zu keiner beſonderen 
Bedingung Anlaß. 
Ueber die Bedeutung dieſer Gleichung ſehe man §. 579. 
§. 518. Man betrachte noch den einfachſten Fall der 
ſogenannten iſopermetriſchen Aufgaben, deren Gegenſtand 
darin beſteht, die Geſtalt der Curve beſtimmen, welche 
bei gegebenem Umfange den größten möglichen Inhalt ein— 
ſchließt. Es ſoll der Werth des beſtimmten Integrals 


To 
1 yda 
To 


ein Maximum werden, während das Integral 


einen beſtimmten Werth beibehält. Dieſe Aufgabe wird nach 
§. 514 aufgelöſt, indem man die Bedingungen des Fr 
Maximum der Function 


Sl V4@] 


aufſucht, wo @ eine unbeſtimmte Conſtante bedeutet. Die 

Gränzen % und zo mögen als unveränderlich vorausgeſetzt 

werden. Mit Anwendung der Betrachtungen der §§. 499 ꝛc. 

erhält man für die unbeſtimmte Gleichung des §. 501 
Navier, Diff.- und Integrale. II. Band. 14 
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dy 
de, 2. 


ey: l + 709 


woraus man durch einmalige Integration erhält 


0=1— 


2-1 - A , oder dy = (2. dj dv 


m dy a F. a — (＋ — 402 x 
U . (4 a 


wo a eine willkürliche Conſtante bedeutet. Integrirt man 
zum 5 Male, ſo kommt 


wo 0 6 die zweite willkürlich 8 4 0 en u 
allgemeinen der Kreis die vorgelegte Aufgabe. Die Lage 
des Mittelpunkts und der Halbmeſſer können fo beſtimmt 
werden, daß die Peripherie durch zwei gegebene Punkte geht 
und der zwiſchen dieſen Punkten enthaltene Bogen eine 
beſtimmte Länge erhält. 

§. 519. Es möge endlich noch die Aufgabe der Bra— 
chiſtochrone oder der Curve des ſchnellſten Falls behandelt 
werden. Man nehme an, die Anfangsgeſchwindigkeit des der 
Einwirkung der Schwere unterworfenen Körpers ſei Null, 
und dieſer Körper ſolle in der geringſten möglichen Zeit von 
irgend einem Punkte einer gegebenen Curve bis zu irgend 
einem Punkte einer andern gleichfalls gegebenen Curve ge— 
langen. Wird die Achſe der » vertikal angenommen, fo 
iſt die Function, welche ein Minimum werden ſoll, 


1 „ 


40 


wo ©, und 4 die Abſtiſſen der beiden Endpunkte der be— 
ſchriebenen Curve bedeuten. Dieſe Abſciſſen find veränder— 
lich, und mithin muß man hier nach Vorſchrift des §. 507 
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verfahren. Ferner muß man beachten, daß die Größe zu 
in der Function vorkommt, welche ſich unter dem Integrale 
zeichen befindet. 

Die Vergleichung mit den Formeln des §. 507 gibt 


e 


DL, . 
45 


zone +" 
N 


Die unbeſtimmten Gleichungen, welche für alle Punkte der 
Curve gelten müſſen, werden ſodann 


dP dp 
a Cana ine, 
und daraus folgt 


Ss 
I 


5 


eee 
5 


wo ; und C Conſtanten bedeuten. Dieſe Gleichungen 
geben unmittelbar 


14* 
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woraus ſich ſofort erkennen läßt, daß die Projection der ge— 
ſuchten Curve auf die horizontale Ebene ; eine gerade 
Linie iſt, oder mit andern Worten, daß dieſe Curve in einer 
Vertikalebene enthalten iſt. 

Um weiter die Natur der in Rede ſtehenden Curve aus— 
zumitteln, kann man die Annahme machen, daß die vertikale 
Ebene xy mit derjenigen Curve zuſammenfalle, welche die 
Curve in ſich enthält. Die Differentialgleichung derſelben 
vereinfacht ſich ſodann in 

45 


2 ＋ * 
4 a) 


BEI nme Mer al 
4 — o 


und dieſe Gleichung gehört einer Cycloide an, deren Baſis 
eine horizontale Linie iſt, welche durch den Ausgangspunkt 
des fallenden Körpers gelegt wird. Der 3 des 


erzeugenden Kreiſes wird durch die Gonftante 7, „ dargeftellt, 


Man erkennt zugleich, daß das erſte Element der Curve des 
ſchnellſten Falls immer vertikal iſt. 

Rückſichtlich der Bedingungen, welche ſich auf die Grän— 
zen des beſtimmten Integrals beziehen, erhält man die be— 
ſtimmte Gleichung 


— Em — Po (5% — 25 Öxo ) — P Ca! — 2 . d,) 


An 2 dr, +Po (1 im Ya ba.) po (54. —45 dae d ) 


To 
A2 5 ud 
To 
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wo nach F. 504 iſt 


N be: | 


20 — To): 


Lo 
Man findet den Werth des dure /, ud, indem man 


To 


bemerkt, daß das vollſtändige Differerential der Function Piſt 


a e +? I 50 


Nun hat ſich oben gezeigt, daß die Functionen P und p 
für die ganze Ausdehnung der Curve conſtant ſein müſſen. 
Man kann deßhalb Pe und p, an die Stelle von P und p 
ſetzen, und mithin ſchreiben 


a ndr B. (+ na(® . 


woraus man durch Integration erhält 


To 
. .. dy de, d 
He- 


To 
Subſtituirt man diefen Werth in die obige beſtimmte 
Gleichung, und bemerkt, daß 7 = , und u ps iſt, 
ſo kommt 2 


Mb ae ( u e dr.) — Du (4 =) 


ERSTE (91. — b — is. nt dr 2.) 


oder wenn man für %, Po und po ihre Werthe ſetzt, 


dy dz, 
DET Te Tr 


dy. Ac — 
5 dr, - de Jo 4 2 80 
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Da die Variationen der Coordinaten der beiden End— 
punkte der Curve reſp. von einander unabhängig ſind, ſo 
zerlegt ſich dieſe Gleichung in die beiden folgenden 


0 = deo + 2. 89% +3 Ge do 
0 den ef n 


und dieſe Gleichungen haben augenſcheinlich die Wen 
daß das letzte Element der geſuchten Curve zugleich auf 
den beiden Tangenten rechtwinklig ſtehen muß, welche man 
in den beiden Punkten, die den Anfang und das Ende der 
Bahn des fallenden Körpers bezeichnen, an die beiden gege— 
benen Gurven legen kann. Es müſſen alſo, wenn dieſe 
beiden gegebenen Curven in einerlei Vertikalebene liegen, 
ihre in den Endpunkten der Brachiſtochrone conſtruirten 
Tangenten mit einander parallel ſein. 

Die geſuchte Curve iſt alſo ein Theil einer Cheloide, 
deren Baſis horizontal und deren Anfangspunkt in dem 
Ausgangspunkte des fallenden Körpers liegt. Sie ſchneidet 
die Curve, in welcher der Körper ankommt, unter rechtem 
Winkel; und der Anfangspunkt hat in der Curve, von 
welcher der Körper ausgeht, eine ſolche Lage, daß die Tan— 
gente, welche man im Anfangspunkte an dieſe Curve legen 
kann, rechtwinklig ſteht auf der Tangente am unteren Ende 
des cheloidaliſchen Bogens. 


XL. Differenzenrechnung. 


$. 520. Die erſte und weſentlichſte Eigenthümlichkeit 
der Differential- und Integralrechnung, durch welche ſich dieſe 
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Rechnung von der gewöhnlichen Arithmetik oder der Algebra 
unterſcheidet, beſteht darin, daß man dort die Größen wie 
veränderlich anſieht und in einem Inbegriffe die unendliche 
Reihefolge der Werthe ins Auge faßt, welchen denſelben 
beigelegt werden können; während in der Algebra die Grö— 
ßen immer nur ſo betrachtet werden, daß ſie beſtimmte, 
entweder bekannte oder unbekannte Werthe beſitzen müſſen. 
Man denkt ſich die auf einander folgenden Werthe der 
Größen in einem continuirlichen Zuſammenhange; oder 
durch Intervalle von einander getrennt, welche unendlich 
klein ſind d. h. kleiner als jede angebbare Größe; und der 
Hauptzweck der Rechnung beſteht in der Aufſuchung der Ver— 
hältniſſe zwiſchen den gleichzeitigen Aenderungen der unab— 
hängigen Veränderlichen und der davon abhängigen Func— 
tionen, welche Verhältniſſe ſodann zu der Entſtehung von 
neuen Functionen führen, deren Betrachtung in den phyſika— 
liſchen und techniſchen Anwendungen der Mathematik noth— 
wendig wird. Wenn man nun aber annimmt, daß die Grö— 
ßen, welche man betrachtet, zwar gleichfalls noch als verän— 
derlich angeſehen werden ſollen, aber in Intervallen fortſchrei— 
ten, welche eine beſtimmte und endliche Größe beſitzen, ſo hat 
man damit den Gegenſtand der Differenzenrechnung, 
die übrigens gleichwie die Differentialrechnung die Beziehun— 
gen aufzuſuchen hat, welche unter den gleichzeitigen Aende- 
rungen der unabhängigen Veränderlichen und der davon 
abhängigen Functionen ſtattfinden. 

§. 521. Die Differenzenrechnung ſtützt ſich auf eine 
Bezeichnungsweiſe, die hier zunächſt angezeigt werden muß. 
Es ſeien irgend eine Function von einer oder von mehreren 
unabhängigen Veränderlichen , y, 3, ꝛc. Der Bau der 
Function u ift gegeben, und es wird angenommen, daß die 
unabhängigen Veränderlichen der Reihe nach die beſtimmten 
Werthe wo, Yo, Zur 26.5 wi, Yı, 21, 5 47, Ya, 21, Lt. 
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23, Ys, 8, N. und jo fort, erhalten. Das Geſetz dieſer 
Werthänderungen muß gegeben ſein; am gewöhnlichſten 
ſetzt man feſt, daß die Veränderlichen um conſtante Differen— 
zen zunehmen, und zuweilen um Intervalle, welche gleich 
der Einheit ſind. In Folge dieſer Aenderungen wird die 
Function u gleichfalls eine Reihe von beſtimmten Werthen 
annehmen, die man bezeichnen kann mit 
n, , , , , n 
und man ſchreibt wie im VI. Abſchnitte 


u, 
WAR u — u, — Au, 
112 % — u = Au, A, — Au, = A’ 
Ur un — u = Au: |Au, -— Au, = Au, dc. 
u, u Us — Aus An, — Au, = Au, 

| „ Au, — Aus = Au, - | 
| | af a ara Falle ar salz A E 
Uni Ta a a aneaz ah Aue ach ae Ze i 
Un ‚Un un An heissen Baer 
| | ö Aus — An -ı A2 


Das Zeichen A bedeutet hier die Differenz zwiſchen dem 
augenblicklichen Werthe derjenigen Größe, welche mit dieſem 
Zeichen behaftet iſt, und demjenigen Werthe, welchen dieſe 
Größe in Folge einer endlichen Aenderung annimmt, die 
man den unabhängigen Veränderlichen ertheilt hat. Man 
nennt Au, die Differenz der Function u. Ferner be= 
zeichnet man mit AA, oder % die Differenz von A, 
oder die zweite Differenz der Function 0. Ebenſo 
bezeichnet man mit A8 oder 4 die Differenz von 4%, 
oder die dritte Differenz der Function 0; und fo weiter. 
Zwiſchen den auf einander folgenden Werthen einer Function 
und ihren Differenzen von den verſchiedenen Ordnungen laſſen 
ſich Beziehungen nachweiſen, welche von der Beſchaffenheit 
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dieſer Function und dem Geſetze ihrer Aenderung völlig 
unabhängig ſind. 


§. 522. Zunächſt erhält man durch einfache Subſti— 
tutionen, wie ſchon im X. Abſchnitte gezeigt wurde, 
2 = % Au 
% = 0 ＋ 24% . Au 
u = 1 ＋ 3A + 347% + An 
u = u, + 4Au, + 6 + 44% 4 Atu, 


U 


n(n—1 n(a—1)(n—?) 
ut + Na, na -C. du, 


welche Formel man abgekürzt ſchreiben kann 
Un (1 7 Aus)", 


indem man beachten muß, daß nach der Entwickelung der 


angezeigten Potenz überall (A)“ in Aw, zu verwandeln 
iſt; oder auch 


un = (1 + ), 
wo nach der Entwickelung nichts mehr zu ändern ſein wird. 


$. 523. Man findet gleichfalls durch allmälige Sub— 
ſtitutionen 


A uo = u — U 
A:’u, =U — 2u, —— Uy 
Au, = u — 3½ +3u — 1 


Au — 4½ +6, — 4 + 
2 


n(n—1 
Ai N: 1 ER 1.2.3 un =. Tuo. s 


http://rcin.org.pl 


218 XL. Abſchnitt. 


Dieſe Formel kann man ſchreiben 
No (u — 1)", 


wo man nach der Entwickelung 1 in u, zu verwandeln hat. 
Sie kann dazu gebraucht werden, um unmittelbar die Diffe- 
renzen beliebiger Ordnung von einer gegebenen Function 
zu finden, nämlich mit Hülfe einer gewiſſen Anzahl auf 
einander folgender Werthe dieſer Function. Die Anzahl der 
Werthe, welche man kennen muß, iſt gleich der Ordnung 
der geſuchten Differenz. 8 

§. 524. Mit dem Buchſtaben L bezeichnet man die 
Umkehrung derjenigen Operation, welche durch den Buch— 
ſtaben A angezeigt wird. Alſo ſiellt Zu, die Größe dar, 
deren Differenz u, iſt. Man erhält demnach, wenn man 
die vorige Tafel (§. 521) nach der linken Seite hin fortſetzt, 


c., 1224 — L = Zu 
Du, — Zu = Zu, Du, — Luo = 10 
zus — Du = iu Du, — Zu = u 
L. — L — Luz Zus — Lu, = 1. 


Zur Di, , N 


und daraus wird 
Zu, = iu L 0 
Lu = ut u ＋ u 
u, = Duo - 2% E % E u 
Zu, = Zu + % — u Eu. u; 


EN E en En 1. 
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Man erkennt hieraus, daß Lu, oder das endliche 
Integral von u, d. h. die Größe, deren Differenz u, iſt, 
durch die Addition der n Werthe der Function u, welche 
dem Werthe u, vorhergehen, und einer Größe Nuo gebildet 
wird, die hier im allgemeinen wie eine willkürliche Conſtante 
angeſehen werden muß. Denn wenn man u als gegeben 
anſieht, und folglich auch wo, un, %, us, ꝛc., fo hat man 
durch Aufſtellung der vorſtehenden Gleichungen die Größen 
Zu,, Tus, Zus, x. nur der einzigen Bedingung unterworfen, 
daß fie mit Zu, gegebene Differenzen hervorbringen ſollen. 
Folglich iſt eine von dieſen Größen eine willkürliche Conſtante. 

Man erhält gleichfalls aus den vorſtehenden Gleichungen 
Zu = 2 + Zu 
Zu, Nau, + Lu. + Nun 
Zu; — Zu, + Zu, + Zu, + Zu, 

Zu, = Laue + Zug + Zu, + Zu, + Eu; 


Da = Lau + % + Zu + Lu. ＋ Ln +... + Zun-ı3 
ferner 

Zu = 23 + Du. 

Zu, — Ziug + Zu, + Zu, 

Zu; — Zu, + Zu, + Zu, + Zu, 

Zu, — Zu, + Leu + Leu, + Zu, 4 Zu; 


Dau. = 2w+ Lu ＋ Leu. + 2, + Leu, +.. + 2-13 
und fo fort. Allgemein hat man 


u HET HE + HE. 
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Es zeigt ſich hier, daß in dem Werthe von L zwei 
willkürliche Conſtanten vorkommen, nämlich 2% und Nuo. 
In dem Werthe von 28% hat man zunächſt die beiden will— 
kürlichen Größen % und X, überdies aber auch die 
willkürliche Größe Luo, welche in T., Z2w,, ꝛc. enthalten 
iſt; u. ſ. w. Endlich in dem Werthe von Nu, hat man 
zunächſt die beiden willkürlichen Größen N und N, 
und ſodann die u — 2 willkürlichen Größen . , N, 
, t., welche in N, , , zt. enthal⸗ 
ten find, fo daß das Integral N immer u willkürliche 
Conſtanten in ſich faßt. 

$. 525. Man muß übrigens bemerken, daß es nicht 
immer unumgänglich gefordert wird, daß in dem Integral 


. Zutat Fat 
die mit Lu, bezeichnete Größe, welche ſie vervollſtändigt, 
eine Conſtante ſei. Man kann für dieſe Größe auch irgend 
eine Function der Veränderlichen wählen, welche in der 
Function u vorkommen, vorausgeſetzt daß jene Function die 
Eigenſchaft beſitzt, ihren Werth nicht zu ändern, wenn dieſe 
Veränderlichen ihre auf einander folgenden Werthe annehmen. 
Es iſt bekannt, daß es mehrere trigonometriſche Functionen 
von der angezeigten Eigenſchaft gibt ſobald man die Verän— 
derlichen in conſtanten Intervallen wachſen läßt. 

Differentiation der Functionen. 

S. 526. Eine Function , welche eine einzige Verän— 
derliche = enthält, ſei gegeben. Die Function u differentiiren 
heißt hier, den Werth der Zunahme Au aufſuchen, welche 
dieſe Function annimmt, ſobald die Veränderliche 4 über— 
geht in a Ar. Aus der Gleichung 

u — fi) 
wird man alſo allgemein ſchließen 


Au = f E A) — fie). 
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Wenn die Function u mehrere unabhängige Veränder— 
liche v, y, 2, ꝛc. enthält, fo kann dieſe Function in Bezug 
auf jede dieſer Veränderlichen für ſich differentiirt werden. 
Setzt man 

* FG, Y E, At.), 
ſo werden dieſe Differenzen einzeln ausgedrückt durch 
Au 


A, A = f(z + Az, y, 2, ꝛc.) — f(®, y, 2, 20), 
Ki 

27 % F (, N 2,2.) FC 9, 2, ꝛc.), 
Au 


= Az —=f(z,y,2+ AZ, 2c.) — f(x, y, 2, 2.): 
Die vollftändige Differenz ift 6 
Au = VFC ＋ A, ) ＋ A ＋ As, 2c.) — FC, J, &, 2c. ). 

Dieſe vollſtändige Differenz iſt im allgemeinen nicht gleich 
der Summe der partiellen Differenzen (m. ſ. §. 534). Es 
wird der Fall fein, wenn die Function F(, , 2, ꝛc.) eine 
rationale und ganze Function iſt, in welcher überdies die 
Veränderlichen , 7 2, ꝛc. nicht mit einander multiplicirt 
vorkommen. N 

§. 527. Man betrachte als Beiſpiel zuerſt die ratio— 
nalen und ganzen Functionen von einer Veränderlichen m. 
Dieſe Functionen find aus Gliedern von der Form 4% zu- 
ſammengeſetzt, wo A und k Conſtanten bedeuten; die Auf— 
ſuchung ihrer Differenzen reducirt ſich auf die Aufſuchung 
der Differenzen von =“ 

Man hat allgemein 

A. 4 (Ak. 

und durch weitere Entwickelung 


A. dA 8 k=% (Ar Ela 
; 


ee be, 
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Wenn die Differenz Ar conftant angenommen wird, fo 
erhält man leicht den allgemeinen Ausdruck für die Differenz 
einer beliebigen Ordnung von der gegebenen Function. 
man hat ſodann 

u — a" 
u =(2+80)* 
= (+ 20)“ 
= ( ＋ 3Ar)* 
c., 
und die Formel des §. 523 gibt * 


Dora mar) T- (u-— IAN. 4 TGA) d] — a. 
folglich wenn man entwickelt und nach Nuit von & ordnet 


* I 14 e 
I 1-042! e a - A 
＋ eee eee) x. J G 
+. g 
worin das Geſetz leicht zu erkennen iſt. 

Es iſt jedoch weiter zu beachten: 1) daß das Glied, 
welches den Factor 4 enthält, für jeden Werth der ganzen 
Zahlen gleich Null iſt, wie ſich leicht beweiſen läßt; 2) daß 
die Größe 


ee eee eee eee. 


ebenfalls Null wird, fo lange z kleiner als n ift, wie ſich 
gleichfalls beweiſen läßt und welches ohnehin ftattfinden muß, 
da der Ausdruck für A. 4 keine niedrigeren Potenzen von 
A als die nte Potenz enthalten kann; endlich 3) daß man 
immer hat 


1.2.3. a UI L G- 2 t, 
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wovon man ſich leicht überzeugen kann. Man erhält alſo 
nur ſtatt des obigen Ausdrucks 
KIK 1) K 2). . GA "As" 


K- -N. . AH) T 1 1 
1 are E n(n—|) 


yes) ie J. e 


kk—1)(k—2...(k-n—1) 5 
br 1.23.02) ** "na" 


8 e age 


kik—1)(k—2)...(k—n—2) 
13 1.2.3...(n+3) 


. (n 3 Ars 


n(n - 1) 


+. 
Man kann bemerken, daß in dem Falle, wo der Exponent 
k eine poſitive ganze Zahl iſt, 1) der Werth der Differenz 
der Ordnung k von der Function 4“ ſich auf eine Conſtante 
reducirt, deren Ausdruck iſt 


. 4 k(k—1)(k—2)....3.2.1. A“; 
und 2) der vorige Ausdruck für A..“ ſich alsdann mit einem 
letzten Gliede ſchließt, welches heißt 
* n (n—2)* — u Jar. 


Dieſe Reſultate geben die Die zur Bildung der Differen— 
zen beliebiger Ordnungen von allen Functionen von der Form 


Ar + Baß ＋E C- 2c. 
§. 528. Unter den rationalen Functionen kann man, in 


Bezug auf die Einfachheit des Ausdrucks für ihre Differen— 
zen, die Producte aus Factoren hervorheben, welche wie die 


— 2 
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Glieder einer arithmetiſchen Progreſſion gebildet find, wie 
3. B. die Bundion 
3 (Le Lare e ..[a-H2--(k—1)Ar]. 
Man findet leicht 
A e nr AI. Ha -H) 
><kik—1)(k—2) ...(k—n--1) A. 

$. 529. Für die gebrochenen Functionen erhält man 
leicht die Differenzen, wenn man ſie nach den bekannten 
Regeln in ihre Partialbrüche zerlegt. Der Ausdruck der 
Differenz vereinfacht ſich, wenn der Zähler eine Conſtante 
und der Nenner ein Product aus Factoren iſt, die eine 
arithmetiſche Progreſſion ar Es ſei gegeben a 


eee e ie 
ſo hat man a 
+4 -a . 

(a-H2)(a+2-+Ar)(a+r+2Ar)... -E -NH En HA 
wo das Vorzeichen + oder — gilt, je nachdem n eine ges 
rade und ungerade Zahl iſt. 

F. 530. Es ſind noch die tranſtendenten Functionen 
zu betrachten übrig. Es ſei 

“= logz, 

wo die Logarithmen ſich auf eine beliebige Baſis beziehen 
mögen, ſo wird 


Au = log ( A — log r = log 01 1 5 
und wenn man entwickelt 


Lc iC cee 


Hier bedeutet M den logarithmiſchen Modulus, d. h. dieje— 
nige Zahl, mit welcher die Neper'ſchen Logarithmen multi— 


A — 
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e werden müſſen, um in Logarithmen für die gegebene 
Baſis verwandelt zu werden. 
Wird die Differenz Ar conftant angenommen, fo hat man 


u = log (& + 00 — log (1 +7) +loge 
1 = log (+22) = log (If) log 


1 = log (2 3 r) = log € +) + lege 
N. 


Entwickelt man dieſe Ausdrücke und ſubſtituirt ſie in die 
Formeln des §. 523, ſo findet man 


4 log = NU 7 402 =). +1 € =) —1 . 
a2 0 — ( "+2(2)' 
45 108 1 26 —1.] 


a. 
§. 531. Die Erponentialfunction ar gibt, wenn die 
Differenz Ar fortwährend als conſtant angeſehen wird, 
A . 4 d (a 1) 
Ana la — 1)! 
A. 4 = a’ (4 1) 


A*. 4 A (a — 1) 
$. 532. Hinſichtlich der trigonometriſchen Functionen 
erhält man, geſtützt auf die bekannten Formeln 


sing — sin u = 2 sin 4 ( — ae 


0089 — 0009 S 2 sin} (0 ) sin 4 (% T w), 
Navier, Diff. und Integrale. II. Band. 15 
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zunächſt 

A sin ꝙ = sin (?) — sin & 2 sing Arcos+(?r-HAr) 

A cos —cos(r-+Ar) — cosz = —2sinlArsin!(2r-+Ar). 

Ferner 

A? sin = 2 sin 4 Az [cos  (2r-43A2) — cos 4 (2) 
= — 4 sin 3 A2. sin (). 

Fährt man auf dieſe Weiſe fort, ſo gelangt man zu den 

allgemeinen Formeln 

A' sine = + 2” sin 4 A. sin 4 (27 + 2nAr), 
Abs At sin Ar cost [22-4 (2n+1)Az], 
wo das Vorzeichen + oder — gilt, je nachdem die Zahl n 
gerade oder ungerade iſt. 

Die Differenz der Ordnung u von der Function sin z 
läßt ſich auf eine noch einfachere Weiſe mit Hülfe der Diffe- 
renzen der Ordnungen a— 1 und u— 2 ausdrücken, nämlich 

sin & = sin ! Ar? (A! sin r A sin ), 
wie man unmittelbar aus den vorigen Formeln findet. 

8.533. Man kann aus dem Vorigen immer, in Ver— 
bindung mit §. 526, die partiellen ſo wie die vollſtändigen 
Differenzen der Functionen von mehreren Veränderlichen 
finden. Es ſei z. B. die Function gegeben 

1 A, 
fo erhält man, A als conſtant vorausgeſetzt, 
Au = ( Ar)Ay EA. 
A2u = (04-2Ar) A?y—+-2 AA 
Au — (0--3Ar) Ady—+ 3 Ar Ay 
A: 
Es fei ferner die gegebene Function 


u= 


’ 


=|I8 
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ſo hat man 


_ yAr—ady _ N 1 
ro U y 1 3 r. 
§. 534. Die vollſtändigen Differenzen der Functionen 
von mehreren Veränderlichen laſſen ſich durch bemerkens— 
werthe Formeln mit Hülfe ihrer partiellen Differenzen aus— 
drücken. Es fei u eine Function der beiden Veränderlichen 
und , deren Differenzen Ar und Ay als conſtant ange— 
ſehen werden mögen. Man hat 


Au Au Au 
welche Gleichung man ſymboliſch ausdrücken kann durch 


a 105 Tas € ＋ 2 % — 14 1 


Sodann erhält man n 
a (i AA) (17 5⁵ô) 1117. 


a (ITE (14 900) 117 


8 A A 2 
= 0 Tard) (i +28) Rei 11 u. 
Aehnliche Formeln kann man aufftellen, wenn die vor— 

gelegte Function eine größere Anzahl von Veränderlichen 


enthält. So hat man für eine Function u von drei Ver— 
änderlichen 4, 5, 2 


*I a. (- (e) 15 


und ſo fort. 
15% 


http://rcin.org.pl 


228 XL. Abſchnitt. 
Integration der Functionen. 


§. 535. Man betrachte zuerſt die Function =”. Setzt 
man m +1 ſtatt k in der Gleichung des §. 527, fo wird 


ET ya Aa 


und wenn man auf jeder Seite diefer Gleichung das Inte— 
gral nimmt, 


eee ee eee, 


% 


und Wach erhält man 
art! 1 
(IDA MAI 


TE de . + GO ae]. 


Setzt man in dieſer Formel nach und nach m0, 1, 
2, ꝛc. ſo erhält man 


ah m 2 Az) La 


— 

＋ 
* ei 
In E 

N 
Er = 1. e A 
Lr = io tier 
er — 1241292 — 2; 2 (Ar)® 
9 — 55 — 2 2 IA — 25 (A) 


Lr. g ho d — 1 4 (Ar) 2, U) 
Nc. 
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Allgemein wird 
5 r BE I „ 
L IA 2 * ＋ 2 2 A 


BT = 
NE (Ac) 


m(m— ον = 2) (m — 3) 0-4) 
e DORT. A 


1. Mm DM... — 6) et 5 
5 2.3. 8 (Ar) 


mm—1)....(m—8) m— 
e 0 Zen 


RR .(m—10) 2 11 
22730 8 


ac. 


wo die numeriſchen Coefficienten der auf einander folgenden 
poſitiven Potenzen von Aw, nämlich 


(Ar)! 


welche eigenthümlichen Geſetzen folgen, nach ihrem erſten Be— 
rechner, Jacob Bernoulli, die Bernoulliſchen Zahlen genannt 
werden. 


Jedes dieſer Integrale muß noch durch eine willkürliche 
Conſtante vervollſtändigt werden. Dieſe Conſtante wird da— 
durch beſtimmt, daß man zu gleicher Zeit das erſte Glied in 
der Reihe der Größen vo, 21, 42, ꝛc. oder o, 204 Az, 
% 2, ꝛc. und das erſte Glied in der Reihe der Größen 
Lo, Lei, Lz, ı. feſtſtellt. 
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* f 
Dieſe Formeln geben die Integrale aller algebraiſchen 
rationalen und ganzen Functionen, wo die Zunahme Aw 
als conſtant angenommen iſt. “) 


$. 536. Man hat nach §. 528, wenn man m ftatt 
1 — 1 ſchreibt Pr 


A (a) (ee) , ( = 
(a+2-+Ar) (a E A (a+x-+mAzr).(m-H1 Dar, 


— 
— 


Wenn man beachtet, daß eine gegebene Function f(@) nach dem 
Taylor'ſchen Lehrſatze ſich im Allgemeinen immer in eine Reihe 
von Gliedern von der Form Ma” entwickeln läßt, auf deren 
jedes die obige Formel für Lr“ angewandt werden kann, fo 
erhält man die allgemeinere Formel 


Ar 2 4) 


2/0 = He u Uf K 


(Ar)3 dJ 
30 2.4 der e. 


in welcher das Fortſchreitungsgeſetz wie oben von den Bernoulli— 
ſchen Zahlen abhängt. Dieſe Formel wird nach ihrem Urheber 
die Maclaurin'ſche Summationsformel genannt. - 

Einen ſtrengen Beweis dieſer Formel findet man in allen 
größeren Werken über Integralrechnung. 

Aus der Maclaurin'ſchen Summationsformel erhält man 
unmittelbar wieder die Näherungsformel zur Berechnung der 
Werthe beſtimmter Integrale, welche im J. Bande S. 395 ff. 
gegeben worden iſt. Denn die vorige Gleichung giebt 

An)? dfix 

She) dee. Ef) + 480.f 1° 1 

x 5 4 (Ar)t d3f(r) 

30 2.3.4 dre 

und wenn man dieſes Integral von = a bis & = nimmt, 
fo entſteht die Formel S. 403 des J. Bandes. 


. 
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folglich wenn man auf beiden Seiten integrirt 


2 (a EY A (a 2 (C Y mar) | er 


1 0 
UFD (a+2)(a+x+42)(a+x+242)..(a-+0+mAr)+C, 
wo C die willkürliche Conſtante iſt. 
§. 537. Man hat ebenſo nach §. 529 
4 
4 n (a+2-+2Ar) . [a+2-(m—1)Az] er 
— Ama N 

e Te Län . (a LA 

folglich 


4 
2 (a+2)(a+24-Ar)(a+0-+2A2)....... (atx-mir) 


ey 
85 (a+-z)(a+r-+-Ar)(a+2--2Ar)..[a--2+1m— 1)Az] +6 
wo C die willkürliche Conſtante bedeutet. 
§. 538. Die Gleichung des §. 531 
Aa’ — d (41) 
gibt i 
1 


wo C die willkürliche aa iſt. Daraus folgt weiter 


* (a 4. = + 20 

W = (a 5 418 rn ae 2°C 

* — e 2 
a (ala —1)* 0 
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In Betreff der Ausdrücke LC, 22C, .. . 2, iſt zu 
bemerken, 255 man nach 8. 535 hat L = 21 = 325 folg⸗ 


lich it 20 = 2 ＋ C, wo € eine neue willkürliche Con— 


ſtante a Die Formeln deſſelben Paragraphen geben 
ebenſo die Ausdrücke E20, Z3C, ꝛc., und man überſieht leicht, 
daß das Integral La wird n willkürliche Conſtanten ent— 
halten, übereinſtimmend mit §. 524. 


§. 539. Für die trigonometriſchen Functionen erhält 
man aus der Gleichung des §. 532. 


A cos ꝙ = — 2 sin } Ar sin ( I A) 
folgende 
x Acosz Acos(?— Ar) 
sin (A = — Zsintdr’ oder sin = — Ang 
und daraus durch Integration 
2 cos(ær— A) 
sin == 3 ＋ Const. 


Ebenſo aus der Gleichung deſſelben Paragraphen 
A sin; = 2 sin } Ar cos ( IA 
erhält man 


sin(2—4Ar) 


ZA 2sin A 


＋ Const. 

Vermittelſt dieſer Formeln kann man alle Functionen 
integriren, welche aus Gliedern von der Form sin 4 cos n 
zuſammengeſetzt find, wo m und n poſitive ganze Zahlen be— 
deuten. Denn dieſe Functionen können immer in eine Reihe 
von Gliedern' umgewandelt werden, welche die Sinus und 
Coſinus der Vielfachen des Bogens enthalten; und man 
hat ſtets 
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85 cos( . 
ee 
8 sin(p+qg2—4tqA2) 
Lans y-.) , ee 


§. 540. Wenn man auf die endlichen Integrale die 
Methode der Integration durch Theile übertragen will, ſo 
ſetze man, indem P und O irgend zwei W der 
Veränderlichen bedeuten, 


TO = O. LPA, 
wo Z eine noch zu beſtimmende Function von der nämlichen 
Veränderlichen iſt. Differentürt man beide Seiten der Glei— 
chung, ſo kommt 
70 = (OAO) TA - O. LPA, 

oder, da ZAP—=P iſt, 
O AO. LOA P)/ AZ, woraus Z=—Z[AQ. S(P-LAP)]. 
Man hat alſo N 

LO = O. L- L IAO. NAP) 
oder einfacher 

EPO = O. TP - (A0. EPi). 

Daraus wird folglich durch weitere Entwickelung 
LPO C. LPA. LPT C-T(A2O. C2.) 
LPO. P- A. LP -A. 25 P. (AO. 8 P,) 


EPO—0.2P—A0.23P,+8:0.25P,—50,2°P,+A:Q.25P,—ıc. 
Man kann dieſer Formel auch die Geftalt geben 
ZPO = C. L P- A0.(2?P-+EP)+A20.(&3P-+222P-+ EP) 

5 — A30.(Z+P+323P-+322:P+2ZP)+ 2c. 
Die Reihe der Glieder bricht ab, wenn die Differenzen irgend 
einer Ordnung der Function 0 conftant werden. 
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Summation der Reihen. 
§. 541. Man hat nach $. 524 die allgemeine Gleichung 


Lu, = Tuo L ½ E ½ ＋ ½ E u E.. . E 1, 


in welcher L eine willkürliche Conſtante bedeutet. Setzt 
man nun 


Su, = uo . 1 ＋ ½ E us + un, 


d. h. bezeichnet man allgemein mit Su, die Summe der auf 
einander folgenden Werthe der Function u bis zu dem Werthe 
Un, dieſen letztern eingeſchloſſen, ſo hat man die Beziehung 


Su, = Zu, + un + Const. 


Man ſieht alfo, daß zwiſchen dem Integral, welches 
durch L bezeichnet wird, und der Summe, welche durch 
S angedeutet wird, unterſchieden werden * Beide Größen 
weichen darin von einander ab, daß die letztere die Summe 
der Glieder der Reihe uo, u, , ꝛc. bis zu dem Gliede un 
einſchließlich ausdrückt, während dieſes Glied in dem Inte— 
grale nicht enthalten iſt. Man kann übrigens auch den 
Index en weglaſſen und bloß ſchreiben 


Su = Tu - u Const. 


Die Conſtante beſtimmt ſich durch die Kenntniß desjenigen 
Gliedes, mit welchem die Reihe der mit u bezeichneten Fune— 
tionen, deren Summe Su_darftellt, anfangen ſoll. 

$. 542. Es werde z. B. die Summe der Potenzen 
der ganzen Zahlen geſucht. Man ſetze in den Formeln 
des §. 535 Ar—1, und beſtimme die Conſtante fo, daß 
die Reihen mit der Einheit anfangen, in welchem Falle 
ihr Werth Null iſt, ſo hat man 
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Se =1+2, 43 ＋4 . . 42 = 

S. I-22 4-32＋-42-＋. ... +2°—12°-42°+ 1 
Se=l+943+4+.. C π. --- 4 . 
Se=1-+2443244.,..Hrt=l25 1004 10° % 
Sz2=1-+23+35-445.... +’ —1eH2’ i 
Se—14+2°+3°+4+.... H2=le’ 124105 10°4750 
x. 


Den allgemeinen Ausdrud für Sa” wird man aus dem 
Ausdrucke des §. 535 für L“ 3 indem man Ac—1 
ſetzt und überdies das Glied — 4 * in + 4 ©" verwandelt. 


§. 543. Die Formel des §. 536 gibt 
S|(a+2+ A ( N + © + mAa)| — 
Ur Fbste e Thee LHA). .[a+x-+(m+1)Ax]+Const 
welcher Ausdruck dazu dienen kann, die Summen der Rei— 


hen der figurirten Zahlen zu besinnen. Das allgemeine 
Glied dieſer Reihen iſt 


a Y- ECA) NY -3). , 
ö 


und man hat, wenn man in der vorigen Formel a = 0 
und Ar —1 ſetzt 


etage fete Ledger 
8 ss 1.2.8353 (CI) ＋Const. 


Alſo liefert ein beliebiges Glied jeder Reihe die Summe 
der Glieder der vorhergehenden Reihe. Man erhält, wenn 
nach und nach m == 1, = 2, —=3, u. ſetzt 
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F 1 255 
ehe 
7 


(E l „( EU) H) 
FFC 
(DNA) 

ze“ E 
1 =144410420+.. e 1 16 5 


7 — (+1) N 
1.2.3.4 


u. 
Die Conftante ift Null, wenn die Reihen mit der Einheit 


anfangen ſollen. 
§. 544. Die Formel des §. 537 gibt ebenſo 


1 
4 „ et (a EA E >27 
1 


ak az“ ETA) er Col, 
und diefe Formel kann zur Summirung der Reihen dienen, 
deren Glieder die Einheit zum Zähler und die figurirten 
Zahlen zu Nennern haben. Das allgemeine Glied dieſer 
Reihen iſt 

W m 


IDE 
und die vorige Formel gibt 


1:2 Bere BT m 1 
-ID CNY) n 
1 2. m 


Tr Tr ee fm + Cons. 
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Dieſe Formel iſt unbrauchbar für n= 1. Setzt man m 2, 
=3, A, z. und beſtimmt die Conſtante fo, daß die Rei- 
hen mit der Einheit anfangen, ſo hat man 

1.2 


ie N EEA He . 5 
J 1.2 Pe 1.2 
F ET ARCHE TEE 3 
| Ice n 
r 
F HH 
D BODEN RER. 21 2 IIBENEN 
He He ee eee 


c. 


Die Werthe 4, , 4, ꝛc. der Conſtante geben die Summen der 
Reihen, wenn man ſich dieſe ins Unendliche fortgeſetzt denkt. 

§. 545. In Betreff der tranfcendenten Functionen“) 
liefert zunächſt der Wing 115 La“ in §. 538 


§. 546. Die Nee Mi Zsin z und L cos æ in 
$. 539 geben 


Fun cos(z-H1Ar) 

8 sin 2b A ＋ Const, 
Sin (Y ZA) 

S co = n ＋ Const. 


Dieſe Formeln liefern die Summe einer jeden Reihe, deren 
Glieder aus den Sinus oder Coſinus von Bögen beſtehen, 
welche eine arithmetiſche Progreſſion bilden. Man erhält 
nämlich, wenn man q ſtatt =, und q ſtatt Ar ſchreibt, 


*) Ueber Sir, wofür auf dieſem Wege kein Ausdruck gefunden werden 
kann, vergleiche man den Zuſatz IV. am Schluſſe dieſes Bandes. 
* 
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S sin (5 2 ee ger ee. cos(p—zqAx) 


2sinigAz 281 0% 
dap C220) — Ling 
8 cos (v ανe) Ba 2sintqÄr 2sinigAr ’ 


wo die Conſtanten fo beſtimmt find, daß die Reihen reſp. 
mit den Gliedern sin y und cos p anfangen. 


Integration der lineären Differenzengleichungen mit conſtanten Coefficienten. 


S. 547. Man betrachte wie bisher eine unabhängige 
Veränderliche v und eine Function 7 dieſer Veränderlichen, 
und es wachſe z um die Conſtante A, welche immer als 
bekannt angeſehen wird. Eine Differenzengleichung 
drückt ſodann überhaupt eine Relation aus, welche zwiſchen 
der Veränderlichen v, der Function , und einer gewiſſen 
Anzahl von Differenzen Ay, A?y, A®y, ꝛc. dieſer Function 
ſtattfindet. 

Man erkennt aber ſogleich, daß wenn man für Ay, 
A®y, A%, ꝛc. die allgemeinen Ausdrücke des §. 523 an die 
Stelle ſetzt, die in Rede ſtehende Relation dargeſtellt ſein 
wird durch die Größen , Yo, Yı, Ya, Ys, ꝛc., wo die Stel— 
lenzahl des äußerſten Gliedes in der Reihe der Werthe von 
9 gleich iſt der höchſten Ordnung der Differenzen, welche in 
der gegebenen Gleichung enthalten ſind. Daraus folgt, daß 
eine Differenzengleichung nichts anderes iſt als eine Rela— 
tion zwiſchen einer gewiſſen Anzahl auf einander folgender 
Glieder einer Reihe, durch deren Hülfe man alle Glieder 
dieſer Reihe beſtimmen kann, ſobald man eine gewiſſe An— 
zahl derſelben, gleich der Ordnung der Gleichung, willkürlich 
angenommen hat. de 
Eine Differenzengleichung integriren heißt den Ausdruck 
des allgemeinen Gliedes der ſo eben bezeichneten Reihe auf— 
finden. Aus dem Geſagten geht hervor, daß dieſer Aus— 
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druck nothwendig eine Anzahl willkürlicher Conſtanten ent— 
halten muß, welche gleich iſt der höchſten Ordnung der Diffe— 
renzen, die in der gegebenen Gleichung vorkommen, oder 
der höchſten Stellenzahl der auf einander folgenden Werthe 
der Function , welche darin enthalten ſind. 

§. 548. Der einfachſte Fall iſt derjenige, wo die ge— 
gebene Gleichung ſich reducirt auf 

Ay O, ® 

ftatt deren man vermöge des §. 523 auch ſchreiben kann 


—1 —1\n—?) 
In —N.Yn—1 7 e 15 AHLEN. E =. 


Man erhält hieraus 
1 — 9 2 

5. n. Ni N N A, . Po, 
und dieſer Ausdruck liefert das su der Reihe, welches 
die Stellenzahl n enthält, ausgedrückt durch die Summe 
der n vorhergehenden Glieder, von denen jedes mit einem 
numeriſchem ‚Goeffiienten multiplieirt iſt, der von dieſer 
Stellenzahl abhängt. 

Die Integration der Gleichung 4˙% - 0 iſt übrigens 
leicht nach den Regeln des §. 535 auszuführen. Man er- 
hält 


a = 4 
— 47 
A ge re 


4% (424% 


n— 35, — — Fe 3 
A 5 = N = ö N +4 


2c. 


wo Ay, Aa, As, 2c. willkürliche Conſtanten find. Das Ju- 
tegral der Ordnungen hat demnach die Form 


Y idr - da- . E d- 


wo q, dn, d, da, .... d= willkürliche conſtante Coeffi⸗ 
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tienten find, deren Anzahl gleich der Ordnung der Glei- 
chung iſt. 

Die Reihen, deren allgemeines Glied durch den vor— 
ſtehenden Ausdruck gegeben wird oder deren Differenz von 
der Ordnungen den Werth Null hat, ſind auch unter dem 
Namen der arithmetiſchen 0 von höheren Ordnungen 
bekannt. 

§. 549. Man betrachte ferner die Gleichung 
N LN ON N s-. L 0, (l) 
in welcher P, O, R, . . . . U conſtante Zahlen bedeuten. Setzt 
man / = e, wo e eine Conſtante bezeichnet, fo werden 
nach der Subſtitution dieſes Werthes alle Glieder durch 
es theilbar fein, und es bleibt 


G PN Oe Re .. UO, (2) 
fo daß der Ausdruck 7 = e der gegebenen Gleichung (1) 
Genüge leiſtet, ſobald e eine Wurzel der Gleichung (2) ift. 

Bezeichnet man demnach mit O1, es, O3, . On dien 
Wurzeln der Gleichung (2), welche zunächſt ſämmtlich reell 
und ungleich fein mögen, fo hat man für y die u beſonde— 
ren Werthe 7 en, Y = , Y = . y Ser z und 
da der Gleichung (1) auch durch die Summe von zwei oder 
mehreren dieſer Werthe Genüge geſchieht, von denen jeder 
einen beliebigen conſtanten Coefficienten beigefügt enthalten 
darf, ſo hat man 


J Ae + Ae + Ae +... Age 
als Ausdruck des allgemeinen Integrals der gegebenen Glei— 
chung, in welchem 4, 42, As, . .. . An die u willkürlichen 
Conſtanten bedeuten, die dieſes Integral enthalten muß. 
$. 550. In dem Falle, wo die Gleichung (2) ima= 
ginäre Wurzeln beſitzt, ſeien 


e — 2kocosp—+Kh? und g=klcosyg + V — 055 
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einer ihrer reellen Factoren des zweiten Grades, und die 
beiden entſprechenden imaginären Wurzeln. Nach §. 117 
iſt zu erkennen, daß der Gleichung (1) durch die beiden 
beſonderen Werthe Genüge geſchieht 

y=h’(eospe+V —1.singz) und y—k’(cospe—V —1.singe), 
und folglich auch durch die Summe diefer Werthe, von 
denen jeder mit einem beliebigen conſtanten Coefficienten 
multiplicirt werden darf. Daraus ergibt ſich, daß der Theil 
des allgemeinen Ausdrucks der Function , welcher den 
beiden in Rede ſtehenden imaginären Wurzeln entſpricht, 
in reeller Form dargeſtellt werden kann durch 

Bi cos gx + B;k” sin px, 

wo B. und B, willkürliche Conſtanten find. 

8. 551. Der Fall, wo die Gleichung (2) gleiche Wur— 
zeln beſitzt, läßt ſich auf ähnliche Weiſe erledigen wie es 
im §. 440 geſchehen iſt. Es ſeien nämlich er und e 
zwei Wurzeln dieſer Gleichung, ſo wird die Summe der 
entſprechenden beſonderen Werthe ſein 

Atı +4 (ei o, 

oder wenn man die angezeigte Potenz entwickelt 
(Ar A,) e ＋ A ＋ A0 ed e rt. 
Läßt man nun o unendlich klein werden, fo kann man den 
Conſtanten A, und A, ſolche Werthe beilegen, daß die Grö— 
ßen 41 A und 4: beliebige endliche Werthe annehmen, 
und dadurch verwandelt ſich der vorige Ausdruck in 

Bie“ + Bir i 

Wenn man drei gleiche Wurzeln hat, fo ift die Summe 

der drei entſprechenden beſonderen Werthe 
Ae + Aren "+ Aslgı ＋ 
oder f 
Navier, Diff.» und Integralr. II. Band. 16 
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(A Aer eee +4; wre 8 +3 ꝛc. 5 


und da man, wenn o unendlich klein 9 5 den a 
4, 42, Az ſolche Werthe geben kann, daß die Größen 
A ＋ As, A As, 4; beliebige endliche Werthe an— 
nehmen, ſo verwandelt ſich die Summe der drei in We 
ſtehenden beſonderen Werthe in 5 
Bien + Bros : +B, — us A... 

Man überfieht leicht, wie dies — eine größere Anzahl 
gleicher Wurzeln fortzuſetzen iſt. N 

§. 552. Die willkürlichen Conſtanten, welche in dem 
allgemeinen Integrale enthalten ſind, werden immer durch 
die Bedingung beſtimmt, daß dieſes Integral en gegebene 
Werthe der Function y liefen muß, welche n gleichfalls 
gegebenen Werthen der Veränderlichen * zugehören. 


* 


XII. Interpolation der Reihen. Angenäherte Berechnung 
der Werthe beſtimmter Integrale. 


§. 553. Die Operation, welche mit dem Namen In— 
terpolation bezeichnet wird, iſt eine der hauptſächlichſten 
Anwendungen der Differenzenrechnung. Ihr liegt der Ge— 
danken zum Grunde, daß man in Ermangelung des analy— 
tiſchen Ausdrucks einer Function, welcher die Natur derfel= 
ben vollſtändig beſtimmen und die Mittel bieten würde, ent= 
weder genau oder ſo nahe als man will jeden Werth zu 
berechnen, der einem gegebenen Werthe der unabhängigen 
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Veränderlichen eutſpricht, dennoch mit einem für die An— 
wendungen ausreichenden Grade von Genauigkeit alle Werthe 
der in Rede ſtehenden Function auzugeben im Stande iſt, 
ſobald man eine begränzte Anzahl von gegebenen Werthen 
dieſer Function kennt. Es verhält ſich hier ebenſo, wie 
wenn man bei graphiſchen Conſtructionen die Geſtalt einer 
Curve als beſtimmt anſieht, ſobald eine gewiſſe Anzahl 
von Punkten feſtgelegt worden iſt, die dieſer Curve ange- 
hören. 

Man kehre zu der Formel ben S. 322 zurück 
un ta a eee -. -d 
Dieſe Formel liefert bloß eine Beziehung zwiſchen dem Werthe 
un, dem Werthe uo, und den Differenzen Ae, A?uo, A810, 
. .. A,, oder was dasſelbe ſagt, zwiſchen den Werthen 
uo, u, u, u, . . Un, welche als bekannt angeſehen wer— 
den. Man kann, ſtreng genommen, nichts daraus herleiten, 
was nicht ſchon gegeben wäre. 

Es ſei nun u eine Function von einer Veränderlichen 
©, und man laſſe diefe Veränderliche um die conftante Diffe⸗ 
renz Ar wachſen. Schreibt man u, um den Werth der 
Function u anzuzeigen, welcher dem Werthe der unab— 
hängigen Veränderlichen entſpricht, ſo muß, wenn man in 
der vorigen Formel u, für u, an die Stelle ſetzt, gleich- 


zeitig ſtatt n geſchrieben werden A Man hat ſodann 


* Ei € * A9 
an ee A N 


4 8 25 
"en ( 0 fern N 4% 
welche Formel u, in feiner Abhängigkeit von darftellt. 
§. 554. Wenn die Function u eine ganze rationale, 
Function von = von der Ordnung er iſt, fo wird (nach 
16 
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§. 527) die Differenz 47 conftant, und die Differenzen 
aller folgenden Ordnungen erhalten mithin den Werth Null. 
Der vorſtehende Ausdruck beſitzt ſodann eine beſtimmte An— 
zahl von Gliedern, und man erkennt leicht, daß die Kennt— 
niß der r! erſten Werthe von u hinreicht, um mit Hülfe 
dieſes Ausdrucks die Reihe dieſer Werthe beliebig fortzuſetzen 
und immer genaue Reſultate zu erhalten. Zu dieſem Schluſſe 
gelangt man auch, wenn man in der Gleichung des §. 523 
die Annahme macht Au, = 0, wodurch man erhält 
un = N. Un —1 Er eo 8 un- Puo, 
welche Formel jedes beliebige Glied der Reihe wo, u.. %,, 
us, ꝛc. vermittelſt der n vorhergehenden Glieder ausdrückt. 
Nun tritt zwar dieſer Umſtand, daß die ſpäteren Differenzen 
verſchwinden, nicht allgemein ein; da aber in denjenigen 
Fällen, auf welche die hier angeſtellten Betrachtungen An— 
wendungen finden, die auf einander folgenden Differenzen 
Au,, A2, A3, 2. abnehmende Werthe haben, fo kann 
man in Berückſichtigung der Genauigkeit, mit welcher die 
Rechnung geführt wird, diejenigen Glieder weglaſſen, welche 
wegen ihrer Kleinheit keinen Einfluß mehr auf den Werth 
der Reſultate haben können. Die vorſtehende Formel kann 
mithin unter dieſer Vorausſetzung in allen Fällen dazu 
dienen, die Reihe der vorgelegten Werthe beliebig fortzu— 
ſetzen, wobei man allerdings, je mehr man ſich von den 
gegebenen Zahlen entfernt, deſto mehr der Gefahr ausgeſetzt 
ſein wird, größere und größere Fehler zu begehen. 

Die Berechnung der Glieder der Reihe u, un, ur, ꝛc., 
welche über, das Glied u, hinausliegen, reducirt ſich übri— 
gens, wie man leicht bemerkt, unter der Vorausſetzung, daß 
die Differenzen einer gewiſſen Ordnung r conftant find oder 
wie conſtant angeſehen werden können, auf bloße Additionen. 
Es ſei z. B. die Function gegeben 
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u = — 5 +60 —1 

„und man nehme A= 1. Berechnet man die vier erſten 

Glieder, entſprechend den Werthen z=0, =, 2 =2, 
=3, ſo kann man folgende Tabelle herſtellen: 


Da in Folge der Beſchaffenheit der gegebenen Function die 
dritten Differenzen conſtant ſein müſſen, ſo kann man die 
Reihe der Werthe von u, vermöge des vorigen Paragraphen 
nach der Formel fortſetzen er 

U, 


u. ue tan +21) + 2(2—1)(2—2) 1:2; 3% 


in welcher man 4b = — 1, Au—?2, Au —=—4, 48.86 
zu ſetzen hat. Aber es iſt viel einfacher, die Tabelle da— 
durch fortzuführen, daß man die conſtante Differenz 6 in 
der letzten Vertikalreihe wiederholt ſetzt, und die übrigen 
Vertikalreihen von der Rechten u der Linken durch Addi— 
tion ausfüllt. 
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Die alſo erhaltenen Reſultate ſind vollkommen genau. 
Dies würde nicht der Fall ſein, wenn die Differenzen der 
letzten Ordnung, welche man in Betracht zieht, nicht in aller 
Strenge conſtant wären. In einem ſolchen Falle müßte 
man im voraus einige entfernt liegende Glieder der Reihe 
berechnen, und ſich verſichern, daß die Werthe dieſer Glie— 
der mit den durch die vorige Methode gefundenen zuſam— 
menfallen. P 

§. 555. Der Zweck der Interpolation beſteht nicht 
darin, eine Reihe von Gliedern, von denen eine gewiſſe 
Anzahl gegeben iſt, beliebig fortzuſetzen, ſondern vielmehr 
zwiſchenliegende Glieder in einer Reihe zu berechnen, von 
welcher eine gewiſſe Anzahl von Gliedern in gegebenen Ab— 
ſtänden von einander bekannt iſt. Hier findet die Formel 
des §. 553 ihre eigentliche Anwendung. Dieſe Formel, 
welche ſtreng genommen nur eine Relation zwiſchen ſolchen 
Werthen von n ausdrückt, die den beſtimmten Werth O, 
Ar, 2A, ZA, 2c. der Veränderlichen z entſprechen, betrach— 
tet man jetzt wie den allgemeinen Ausdruck der Größe u als 
Function von ©, auch ſelbſt für diejenigen Werthe diefer — 
Veränderlichen, welche zwiſchen den vorigen enthalten ſind. 
Setzt man für = einen Werth kleiner als Az, fo wird der 
Ausdruck für ½% in den meiſten Fällen ſtark convergiren 
und mithin leicht einen ſehr angenäherten Werth für dieſe 
Größe liefern. 

Geſtützt anf dieſe Betrachtung reducirt ſich die Berech— 
nung aller Tafeln, wie z. B. der logarithmiſchen oder der 
aſtronomiſchen Tafeln darauf, daß man zuerſt genau, mit 
Hülfe des analytiſchen Ausdrucks der Functionen, eine mä— 
ßige Anzahl von Gliedern berechnet, die in größeren Inter— 
vallen aus einander liegen; hinterher kann man ſodaun die 
zwiſchenliegenden Glieder durch bloße Additionen herſtellen. 
Man denke ſich wie bisher die Zunahme Ar als eonſtant, 


http://rcin.org.pl 


Interpolationsformeln. 247 


und man nehme an, es ſolle zwiſchen zwei beliebigen von. 
den bekannten Gliedern 1, , u, Us, ꝛc., welche den Wer— 
then 0, A, 2Az, 3A, 2c. der Veränderllchen © entfprecyen, 
eine Anzahl von m — 1 Gliedern interpolirt werden, die 
unter ſich wieder gleiche Intervalle bilden. Die neue Zu— 


nahme von ſei dx e In Folge des vorigen Para- 


graphen iſt klar, daß man die geſuchten zwiſchenliegenden 
Glieder leicht herſtellen wird, wenn man erſtens die 
Werthe von , duo, 82, d, ꝛc. kennt, und wenn man 
zweitens die Differenzen von einer gewiſſen Ordnung, welche 
mit 8½ bezeichnet werden mögen, als conftant anſehen 
darf; denn alsdann hat man die letzte Vertikalreihe einer 
Tabelle, ähnlich der obigen, und die Anfangsglieder aller 
übrigen Vertikalreihen. Betrachtet man nun, vermöge des 
vorhin Geſagten, die Formel des §. 553 auch zur Berech- 
nung derjenigen Werthe von u als gültig, welche den zwi— 
ſchenliegenden Werthen von = entſprechen, jo gibt dieſe 
Formel zunächſt, * man md A A ſchreibt, 


2 
U; = uo 5 > 


= Aut nz => 0 1.2 
An., 
* mör un 3 0 G en Pat 


In dieſem Ausdrucke find 4% A, A, A, 21. wie con— 
ſtante Größen anzuſehen, die immer in Folge der voraus— 
gegangenen Rechnung bekannt ſind, welche in Betreff der 
Glieder der Reihe, die den Werthen 0, A, 2A, 3Ar, ı. 
entſprechen, angeftellt werden mußte. Differentürt man fodanın 
in Bezug a das Zeichen ö, und beachtet, daß die Producte 


mö r ACH y en ad 


ganze und rationale Functionen von à darſtellen, mithin 
ihre Differenzen von ſolchen Ordnungen, welche die Anzahl 
ihrer Factoren übertreffen, Null ſind, ſo findet man 
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ru, = 


1 N 2). (ir- 6 N er 
7 ee 0 2). (55 r) 1 750 


+ ae md N 2). (Ir h 1.2 Bern 
„tr 


Dieſer Ausdruck liefert die geſuchten Differenzen 8, 8 20, 
due, ꝛc., wenn man darin nach Ausführung der angezeig— 
ten Differentiationen -o ſetzt. Da dieſe Formeln häufig 
mit Nutzen gebraucht werden können, ſo ſollen die Ausdrücke 
für die Differenzen der erſten Ordnungen hier vollſtändig 
entwickelt werden. 


Durch Vollziehung der angezeigten Multiplicationen 
findet man zunächſt 


du, 5. Au 


Az, 
* Ge 2) 1.2 
} Asu, 


＋ T 
N e 20655 1.2 56712 


23 r? 32 A 
+3 45 6, (575 P—1 1718705 5): 234 
At. 


8 = 82 — 


2? 420 57 
en Kirn 


x. A3 
7% mir —3 758.143 
As, 


23 2 
+ a rt 1 675) 1.2.3.4 
+ 
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23 Au 
8 1 — e 1.23 
+53 N 
ls md 1.2.3.4 
rec. 
ar Au 
d = &. i560 121 + 2c. 
N. 


Wendet man ſodann den Ausdruck für A aus 
§. 527 an, in welchem man 20 ſetzen muß, wodurch 
er ſich auf fein letztes Glied reducirt, fo verwandeln ſich 
dieſe Formeln in 


du — ul ut u. Mu I 


1—6m-++-11m2—6m® 


MEER PIE X 77T Te A. +. | 


1 1— 18m In 3 
dm [au+ 4 IE , ie. | 


a L. Z. . La. 


1 8 
ban W. 2c. | 
ꝛc. 


Man wird ſelten in den Fall kommen, daß man Diffe— 
renzen von höherer Ordnung als der vierten anzuwenden 
nöthig hat. Es iſt übrigens leicht zu erkennen, daß wenn 
man allgemein bei den Differenzen der Ordnung r von den 
Zahlen ue, %, %, U, ꝛc. der vorgelegten Reihe ſtehen 
bleibt, d. h. wenn man die Differenz Au. wie conftant an- 


* 
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ſieht, ſodann die Differenz der nämlichen Ordnung d', der 
zu R Zahlen 2 conſtant 1 und den 


ei 


wat e Gliedern ber 3 Reihe enmſch lenden 
Glieder bedeutet. Die vorſtehenden Reſultate liefern immer 

die nöthigen Mittel, um eine Reihe von Zahlen, die unter 
einander gleiche Intervalle beſitzen, zwiſchen die Glieder einer 
gegebenen Reihe zu interpoliren, welche ebenfalls um gleiche 
Intervalle von einander entfernt ſind. 


§. 556. Um in einem Beispiele den Gebrauch der vo— 
rigen Formeln zu zeigen, nehme man die Function 


r. = & — 5 ＋ 6 — 1 


aus §. 554, und ſuche diejenigen Werthe derſelben zu be— 
ſtimmen, welche Werthen von entſprechen, die um Zehntel 
der Einheit zunehmen. Man hat 


% = -I, A = 2, 4% = — 4, A = 6, 


und die Differenzen der höheren Ordnungen find Null. Fer⸗ 
ner iſt m—= 10; und ſubſtituirt man dieſe Werthe in die 
obigen Formeln, ſo kommt 1 


HL tn + eo 
521 rel 4435 64 — 0,094 


* 8. = 10 0 6 6 En = 0,006. 


Alſo geſtaltet ſich die Berechnung der geſuchten W 
genden Werthe wie folgt: 
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— 


S 
=] 
© 
= 


= 


= 


u es 


0 
0 
0 
0 

0 
0, 
0 
0 
0 
0 
1 
1 


S 


— 


F 


— 
2 


Man findet in den logarithmiſchen Tafeln von Callet, 
Seite 64 der Einleitung, nähere Nachweiſungen über die Vor— 
ſicht, welche bei Rechnungen dieſer Art anzuwenden iſt, und 
über die Hülfsmittel zur Verbeſſerung kleiner Fehler, zu denen 
die nur angenäherten Werthe der Differenzen Anlaß geben 
können.“ 5 ; 


) Folgende von da entlehnte intereſſante Bemerkung möge hier 
Raum finden. 

Wenn man eine beliebige Reihe mit Hülfe der angenäher— 
ten Differenzen der Glieder dieſer Reihe berechnet, ſo muß man 
in den erſten Differenzen wenigſtens eine Decimalſtelle mehr neh— 
men als in den Gliedern der Reihe ſelbſt; ebenſo in den zweiten 
Differenzen eine mehr als in den erſten Differenzen; in den drit— 
ten Differenzen eine mehr als in den zweiten Differenzen; u. ſ. f. 
Will man dagegen nur eben ſo viel Stellen in den Differenzen 
benutzen, wie in den Gliedern der Reihe ſelbſt, ſo werden die durch 
die vernachläſſigten Ziffern der Differenzen der letzten Ordnung her— 
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$. 557. Der Gebrauch der logarithmiſchen und anderer 
Tafeln dieſer Art gibt Anlaß zu einer fortwährenden An— 
wendung des Interpolirens. Die Benutzung der Propor— 


beigeführten Fehler fi in den Differenzen der vorhergehenden Ord— 
nungen bemerklich machen, wo ſie nach dem Geſetze der figurirten 
Zahlen zunehmen. Nämlich, wenn eine von den Differenzen der 
Ordnung m um eine Einheit der letzten Stelle fehlerhaft iſt, ſo 
wird dieſer Fehler ſich bei allen daraus gebildeten Differenzen der 
Ordnung n — 1 vorfinden; er ſchreitet alſo daſelbſt fort wie die 
conſtanten Zahlen 1, 1, 1, 1, ꝛc. Jeder dieſer Fehler macht ſich 
auf gleiche Weiſe bemerklich bei den daraus hervorgegangenen Dif— 
ferenzen der Ordnung n—2; die Fehler wachſen alfo hier wie die 
natürlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ꝛc. Jeder dieſer Fehler hat wieder 
ebenſo auf die Differenzen der Ordnung n—3 Einfluß; die Fehler 
wachſen alſo hier wie die Polygonalzahlen 1, 3, 6, 10, ꝛc. Sie 
wachſen wie die Pyramidalzahlen in der Reihe der Differenzen der 
Ordnung n—4, u. ſ. f., alſo allgemein nach dem Geſetze der figu— 
rirten Zahlen. 

Es iſt alſo von Wichtigkeit, dem Zunehmen dieſer Fehler Ein— 
halt zu thun, wenn man ſie nicht etwa dadurch gänzlich vermeiden 
will, daß man durch Benutzung einer größeren Anzahl von Decimal— 
ſtellen in den höheren Differenzen als in den niedrigeren ſich des 
Vortheils begibt, die letzten Differenzen leicht berechnen zu können. 
Um dahin zu gelangen, berechne man direct und von Intervall zu In⸗ 
tervall die Werthe einiger Glieder der in Rede ſtehenden Reihe, 
und veigleiche dieſelben mit den durch Hülfe der Differenzen ent⸗ 
ſtandenen Werthen derſelben Glieder. Die Differenz zweier alſo 
einander entſprechenden Werthe eines Gliedes wird entweder ſelbſt 
eine figurirte Zahl von der Ordnung derjenigen ſein, nach welchen 
die Fehler wachſen, oder ſich als die Summe oder Differenz meh: 
rerer figurirten Zahlen von dieſer Ordnung darſtellen laſſen. Die 
Seiten oder Wurzeln dieſer figurirten Zahlen zeigen ſodann unter 
den Differenzen der letzten Ordnung diejenigen an, welche um eine 
Einheit vermehrt oder vermindert werden müſſen. 

Beiſpiele findet man daſelbſt S. 65. 
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tionaltheile ſtützt ſich unmittelbar auf das angezeigte 
Verfahren, indem man die Differenzen der zweiten Ordnung 
gleich Null annimmt und mithin den Ausdruck für ur im 
§. 553 reducirt auf 


Ur = 19 + 2; Au. 


Wenn die Differenzen der zweiten Ordnung nicht Null find, 
ſo erhält man ein genaueres Reſultat, indem man von jenem 
Ausdruck die drei erſten Glieder beibehält 
2. 
rar) +2 a Pe en u 

Der Gebrauch ſolcher Tafeln gibt auch zu der Umkeh— 
rung des Interpolationsproblems Anlaß, d. h. zu der Auf— 
ſuchung des Werthes von 4, welcher einem gegebenen Werthe 
u, der Function lu zugehört. So lange man die Differenzen 
der höheren Ordnungen gleich Null annehmen kann, hat man 
unmittelbar aus der erſten der F Gleichungen 


% ug 
Wenn aber dieſe Formel nicht die nöthige Genauigkeit gibt, 
ſo muß man ſchreiben 


a — A =“ 


= 
Hat man nämlich einen erſten angenäherten Werth bon @ 
mit Hülfe des Ausdruds Ar e berechnet, ſo ſubſtituirt 
0 
man denſelben auf der rechten Seite dieſer Gleichung, um 
ein noch genaueres Reſultat zu erhalten. Dieſer zweite 
Werth von „ kann nochmals ſubſtituirt werden, um wieder 
ein genaueres Reſultat zu geben. 
§. 558. In den SS. 553 ꝛc. wurde die Vorausſetzung 
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gemacht, die Veränderliche © wachſe mit conftanten Differen- 
zen, oder die Zahlen der gegebenen Reihe ſeien durch gleiche 
Intervalle von einander getrennt. Man kann indeſſen auch 
in denjenigen Fällen, wo dieſe Bedingung nicht erfüllt wird, 
eine Interpolationsformel aufſtellen, welche dem Ausdrucke 
für u im §. 553 ähnlich iſt. Setzt man nämlich in dieſen Aus- 
druck für Aue, A1, Ae, 2. die Werthe aus $. 523, jo wird 


=: 4 0 
1 (ui) + — . = ** 1 Act | 
; 13 —— f 
25 10 ( 2) un 2.3 5 


oder auch 


U g A 105 Lac SC. 
* W Fe As Ariane 10 C 21 
ru) ri —— ( . 20 C2 

! 
| 


, 8 re ad)“ 
＋ r. 


Dieſe Gleichung verwandelt ſich für 20 in u.] 
für = A in u = u; für = 24 in u. = u; für 
2 = ga in . = us; und fo fort. Der Ausdruck beſteht 
aus den auf einander folgenden Gliedern Wo, ut, Us, us, 
ꝛc., von denen jedes eine ganze rationale Function der 
Veränderlichen zum Coefficienten hat, und dieſe Functionen 
beſitzen die Eigenſchaft, daß ſie ſich auf die Einheit reduciren, 
wenn man für © denjenigen Werth ſetzt, welcher dem ent 
ſprechenden Gliede zugehört; dagegen zu Null werden, wenn 
man für & einen Werth ſetzt, der irgend einem anderen 
Gliede zugehört. 
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Will man nun unter der Vorausſetzung, daß die Werthe 
von z nicht mehr in gleichen Intervallen, ſondern vollkom- 
men willkürlich wachſen, einen Ausdruck für / bilden, fo 
denke man ſich unter zo, 21, 22, 23, ꝛc. die Werthe von 4, 
welche, in die Function lu ſubſtituirt, reſp. geben 6, u, Ur, 
, ꝛc. Man erhält ſodann augenſcheinlich einen Ausdruck, wel— 
cher dieſelbe Eigenſchaft beſitzt wie vorhin, wenn man ſchreibt: 

6 2 50 D - e 

o (Fo Io % ) 

( - - A -g). 

+ SI ce IH TEN. 

( DO -I)IE -g —L 


Ur = 


4 F 5 i ee 
pi (2. —LNR. -i - — ya 

u e To) EB Eos Deine 
LT; 


Diefe Formel, welche 8 gegeben hat, kann zur 
Berechnung beliebiger zwiſchenliegenden Werthe der Function 
u dienen, wenn eine gewiſſe Anzahl von Werthen dieſer 
Function gegeben iſt, die beftimmten Werthen von ent- 
ſprechen. Es läßt ſich übrigens beweiſen, daß, wenn die 
Werthe o, 4, 4, 2, x. eine arithmetiſche Progreſſion 
bilden, dieſe Formel wieder mit der vorigen identiſch wird. 

$. 559. Eine der hauptſächlichſten Anwendungen der 
Interpolationsmethoden beſteht in der Herſtellung von For— 
meln, welche, aus den Reſultaten einer gewiſſen Anzahl von 
Beobachtungen oder Verſuchen hervorgegangen, wie der an— 
genäherte Ausdruck des Geſetzes einer Erſcheinung angeſehen 
werden können. Solche Formeln dürfen in der Regel nicht 
über diejenigen Gränzen ausgedehnt werden, zwiſchen denen 
die erhaltenen Reſultate eingeſchloſſen liegen. Wenn man 
die Zahlen, welche die Beobachtung liefert, wie vollkommen 
genau anſehen darf, und eine Formel herſtellen will, die die— 
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ſen Zahlen Genüge leiſtet, ſo gelangt man dazu unmittelbar 
durch das bisher aus einander geſetzte Verfahren. Man 
kann auch verſuchen, dieſen Zahlen durch andere Ausdrücke 
Genüge zu leiſten, welche ſich mehr der Natur der beobach- 
teten Erſcheinung anſchließen. Aber in der Regel ſind die 
numeriſchen Reſultate mit Fehlern behaftet, und es würde 
nutzlos ſein, wollte man Formeln conſtruiren, welche mit 
allen Zahlen genau zuſammenſtimmten. Man ſucht vielmehr 
in ſolchen Fällen dieſe Reſultate zuvor durch eine regel— 
mäßigere Reihe zu erſetzen, was entweder durch eine gra— 
phiſche Conſtruction geſchehen kann, oder auch dadurch, daß 
man mit allen Zahlen Aenderungen vornimmt, welche ihre 
Differenzen von den verſchiedenen Ordnungen unter ein eins 
faches Geſetz bringen. Aenderungen dieſer Art bleiben immer 
mehr oder weniger willkürlich, und müſſen Regeln befolgen, 
welche aus der Wahrſcheinlichkeitsrechnung hervorgehen.“) 


Angenäherte Quadraturen. 


§. 560. Die numeriſchen Rechnungen zur Ausführung 
der Rectificationen, der Quadraturen, der Cubaturen, zur 
Beſtimmung der Schwerpunkte, der Trägheitsmomente ꝛc. kön- 
nen immer auf die Werthbeſtimmung beſtimmter Integrale wie 


b 
5 
a 


zurückgeführt werden, wo n eine Function von à bedeutet, 
und a und 5 die Gränzen des Integrals find. Wenn dieſe 
Werthbeſtimmung nicht direct ausgeführt werden kann, ſo 
bedient man ſich verſchiedener Näberungsmethoden, welche im 
Weſentlichen darauf ausgehen, den Werth des Integrals 
aus der bloßen Kenntniß einer gewiſſen Anzahl von Werthen 
der Function u herzuleiten. Man denke ſich = wie die 
Abſeiſſe und u wie die davon abhängige Ordinate einer 

) Die Methode der kleinſten Quadrate gibt hierüber weiteren Aufſchluß. 
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ebenen Curve; die in Rede ſtehenden Näherungsmethoden 
können ſodann angeſehen werden wie Methoden zur ange— 
näherten Ausführung von Quadraturen. 

Die obigen Interpolationsformeln führen unmittelbar zu 
einer Näherungsmethode von der angezeigten Art. Man nehme 
wieder an, die Veränderliche z wachſe um die conſtante Diffe— 
renz Az, und kehre We dem Ausdrucke 1 u. im $. 553 zurück 


2 


ub. = u ; tn —— 2 


+ ( 96 21235. 


Vermöge der Auffaſſungsweiſe, welche dem Interpoliren zum 
Grunde liegt, betrachtet man dieſe Formel wie die Darſtel— 
lung aller Werthe der Function u, nicht allein für die 
Werthe 0, A, 2A, 34A, ıc. von «, fondern für jeden be— 
liebigen Werth dieſer Veränderlichen. Multiplicirt man alſo 
mit de und integrirt zwiſchen den Gränzen a und ö, fo 
erhält man den Werth des vorgelegten Integrals. 
Der vorſtehende Ausdruck iſt gleichbedeutend mit 


up xf A 


+ [() —85J 72 12 E 
+[ E)- Ce) + 81155 
L e le 
*I 0 ) ia u 


el 
+1) 45 3) 08 225 E.). 
Re 20) 1205 4 J 12450 
rn und Jntegralr. II. Band. 17 
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Multiplieirt man mit de, und integrirt von & = 0 bis 
4 = A, fo kommt 


Ar 
# ud = Ar [un + 4 Au, — 2"; A2ο + 35 Ar — 7 0 At 
0 

To ko atanh 0 -T c. 
als Ausdruck für den Werth des erſten Theils des gegebenen 
Integrals, welcher zwiſchen den Gränzen 0 und Aw enthalten 
iſt. Dieſelbe Formel gibt die Ausdrücke der folgenden Theile 
dieſes Integrals, wenn man u, un, ug, ꝛc. an die Stelle 

von uo ſetzt. Man erhält alſo 


ad Wt Wut -f. . I Uni 
12 ud = A 4 (A u A ui -A -. . . +A m-ı) 
— (A CA. A2 -. . . . . ＋ Ae i) 
At Anne A1) 
e, 


und wenn man beachtet, daß 


A % ＋ A ＋ Au . ＋ Au = iin - %, 
Aut A E A g.. +. == A u A uo, 
Au + Au ＋ Af kk + Au- = A — A2, 
u. 


fo verwandelt ſich der vorige Ausdruck in 


na 
55 ud = 
0 


5 aut Ver Te Tu. i- | 
A 11 (A un — Au) 2½ (A2 Au) 1 0 (A- A) 
ee, Au) EA run Au) Hir 
Mit Hülfe diefer Formel kann man den Werth des In- 
tegrals Jude zwiſchen gegebenen Gränzen berechnen, indem 
man das Intervall dieſer Gränzen in gleiche Theile theilt, 
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von denen jeder gleich Ar ift, und die Werthe uo, u, %,, 
us, . . . ½ der Function u beſtimmt, welche den Theilungs— 
punkten entſprechen. Ein erſter Näherungswerth wird durch 
das erſte Glied der Entwickelung dargeſtellt 


A (2 uo tu ta Wut... u 4 un). 
Dasſelbe bedeutet den Inhalt einer Fläche, welche ſtatt der 
Curve, deren Ordinate u ift, ein Syſtem von geraden Linien 
zur Begränzung hat, die die Endpunkte je zweier benach— 
barten unter den Ordinaten %,, %,, 12, Us, ꝛc. verbinden. 
Die folgenden Glieder bilden die Correction dieſes Werths. 
Jenes Reſultat wird alſo deſto genauer ſein, je größer die 
Zahlen angenommen wird, d. h. je kleiner die Differenzen 
werden, welche in dem Correctionsgliede enthalten ſind. 

F. 561. Die vorige Formel kann nur dann mit Nutzen 
angewandt werden, wenn die Differenzen der auf einander 
folgenden Ordnungen raſch genug abnehmen. Es läßt ſich 
jedoch eine andere Formel herſtellen, welche eine noch ſchnellere 
Annäherung liefert. Wenn man nämlich den vorigen Aus— 
druck für u- wieder mit di multiplicirt, und ſodann von 
= = bis x = 2a integrirt, fo kommt 


2a 
1 ud — A2 + 2½ + 4 4% — % A 4 
0 


+5 LAS re A dc. * 
oder weil Au —u — u und Au = u — 2 ＋＋- 1 if, 


/ eee d en 35 
0 eee % — 36 A -＋-2t. 


als Ausdruck für den erſten Theil des Integrals zwiſchen 
den Gränzen 0 und 2Ax, Durch Vereinigung der ähnlichen 
Ausdrücke für die folgenden Theile des Integrals zwiſchen 
20% und 40%, 44 und 6Az, 2c. erhält man, wenn n als 
gerade Zahl vorausgeſetzt wird, 

92 
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nAr 
15 udx = 
0 


0-4 L- 2½ 44 42,440... 42m tim tn 7 
550 Ara At HA... Al e- A- A2) 

+ 45 (A ⁰ο +45, A. A e- -A A2) 
—1 1 (A Ae . Au- -A- -E % —2) 


Die erſte Reihe in dieſem Ausdrucke, nämlich 


22 (ut 40 20, + 4, 2 +... + Zune Hin), 


ſtellt den Inhalt derjenigen Fläche dar, welche man erhält, 
wenn man in dem Intervalle zwiſchen 0 und 23 ſtatt der 
Curve, deren Ordinate u ift, den Bogen einer Parabel an 
die Stelle ſetzt, welcher durch die Endpunkte der drei Ordi— 
naten ue, , % geht; und ebenſo in den übrigen Inter— 
ballen. *) Die folgenden Glieder bilden die Correction dieſes 
Werthes, der ſchon ſehr angenähert iſt. 

Man wird bemerken, daß der Gebrauch der vorſtehen— 
den Formeln die Kenntniß der Werthe i, be, Unts, ꝛc. 
der Function u fordert, welche außerhalb der Gränzen des 
beſtimmten Integrals liegen. Wenn die Function 2 in ihrer 
ganzen Ausdehnung gegeben iſt, ſo hat dieſer Umſtand keine 
weiteren Schwierigkeiten zur Folge. Aber es verhält ſich 
nicht mehr fo, wenn, wie es zuweilen vorkommt, dieſe Func— 
tion nur innerhalb der Gränzen des beſtimmten Integrals 
gegeben iſt. In einem ſolchen Falle hat man zu beachten, 
daß das Weſen der A darin beſteht, 


0 Dies iſt die bekannte Sinpfon’ ſche Formel zur angenäherten Flächen⸗ 
berechnung. Man gebraucht dieſelbe überall, wo die Näherungs⸗ 
formel des vorigen Paragraphen, welche eine Verbindung der End⸗ 
punkte der einzelnen Ordinaten durch gerade Linien vorausſetzt, 
keine hinreichende Genauigkeit gibt. 
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daß man die vorgelegte Function durch die gegebenen be— 
ſonderen Werthe uo, un, %, .. . . , wie vollkommen be- 
ſtimmt anſehen muß. Nun iſt die höchſte Differenz, welche 
man vermittelſt dieſer Werthe berechnen kann, die Differenz 
Au; man wird alſo dieſe Differenz als conſtant betrachten 
und daraus die folgenden Glieder, deren man für die in 
Rede ſtehenden Formeln bedarf, beſtimmen. 


XLII. Linien von gleichem Niveau und Linien des ſtärkſten 
Abfalls auf gegebenen Flächen. 


§. 562. Man denke ſich die Punkte einer Fläche auf 
drei rechtwinklige Coordinaten 2, y, 2 bezogen. Die Abfeiffen 
©, y ſeien horizontal, die Ordinate 3 vertikal. Die Geſtalt 
der Fläche wird ſodann durch die Gleichung gegeben 

m fie, Y). 

Wenn man den Abfeiffen z und ; die unendlich kleinen Zu- 
nahmen de und dy ertheilt, fo wird die Ordinate gleich— 
falls eine unendlich kleine Zunahme erhalten, welche ausge— 
drückt wird durch 8 


d dz 


wo 2 und 40 reſp. die partiellen Differentialverhältniſſe 


der Function f(x, 5) in Bezug auf = und bedeuten. 

Der Werth von ads hängt von dem Verhältniſſe ab, welches 
man zwiſchen den willkürlichen Aenderungen de und dy 
feſtgeſtellt hat. Wenn dieſes Verhältniß von der Art iſt, 
daß man hat ds = 0, d. h. wenn man hat 
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de , ds 1 AN 1) 
a e e 0, woraus 7 — 


Sils 


a d 
fo gelangt man auf der gegebenen Fläche von einem Punkte 
zu einem anderen, ohne daß die Ordinate z ihren Werth 
ändert. Die vorſtehende Gleichung iſt alſo die Differential- 
gleichung der Horizontalprojection einer Linie von glei— 
chem Niveau, welche durch einen Punkt der Fläche gelegt 
iſt, deſſen Coordinaten , , 3 find. 

Man erhält die Gleichung dieſer Projection in endlicher 
Form, wenn man für in der Gleichung z = f(x, y) einen 
conſtanten Werth ſetzt, gleich der Ordinate desjenigen Punkts, 
durch welchen man die Linie von gleichem Niveau legen will. 

$. 563. Wenn man von einem Punkte der gegebenen 
Fläche, deſſen Coordinaten find &, , 3, zu einem andern 
Punkte derſelben übergeht, deſſen Coordinaten find & Pd, 
＋ d, & ＋ ds, fo durchläuft man in der Horizontalebene 


ay einen Weg der V * 305 und ſteigt in vertikalem 


Sinne um den Weg ds. Der Abfall der auf der Fläche 
durchlaufenen Linie, d. h. der Unterſchied im Niveau ihrer 
beiden Endpunkte dividirt durch die Länge ihrer Horizontal— 
projection, wird alſo ausgedrückt durch 


Pr * 
e oder 5 
4 0 U) 7 
Die Größe dieſes Abfalls ändert ſich mit dem willkür— 
lichen Verhältniß 45 Will man die Richtung des ſtärkſten 
Abfalls kennen lernen, fo hat man das Differentialverhält- 
niß des vorſtehenden Ausdrucks, in Bezug auf 4 als Ver⸗ 
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änderliche genommen, gleich Null zu ſetzen. Man erhält 
dadurch 


dz 
de dedy _ dy 4 
A de: 0, woraus 5 45 
din 


als Differentialgleichung der Horizontalprojection einer Linie 
des ſtärkſten Abfalls oder, was dasſelbe ſagen würde, 
der ſtärkſten Anſteigung. Dieſe Linie ſtellt den Weg dar, 
welchen ein fallender Körper, ſich ſelbſt überlaſſen, auf der 
gegebenen Fläche zurücklegt. Auch erkennt man leicht in 
Verbindung mit dem vorigen Paragraphen, daß für jeden 
Punkt der gegebenen Fläche die Horizontalprojectionen der 
Linie von gleichem Niveau und der Linie des ſtärkſten Ab— 
falls, welche ſich in dieſem Punkte durchſchneiden, und mit— 
hin auch dieſe Linien ſelbſt, immer auf einander rechtwinklig 
ſtehen, wie ſich übrigens auch direct zeigen läßt. 

§. 564. Die Betrachtung der Linien von gleichem 
Niveau und der Linien des ſtärkſten Abfalls findet Anwen— 
dung bei der graphiſchen Darſtellung der Erdoberfläche “), 
ſo wie bei der Anlegung der Straßen und der Kanäle. Die 
Oberfläche der Erde zeigt abwechſelnd Abfälle nach entgegen— 
geſetzten Seiten, auf denen ſich Syſteme von Linien des 
ſtärkſten Abfalls angeben laſſen, welche durch Linien von 
geringem Abfall von einander getrennt werden. Dieſe letz⸗ 
teren find entweder Bergrücken oder Bergtbäler, und bilden 
die Aſymptoten der gewöhnlichen Linien des ſtärkſten Ab⸗ 
falls. Wenn man eine beſtimmte Linie von gleichem Niveau 
durchläuft, ſo haben alle Punkte, in denen ſie von den Linien 
der Bergrücken und der Bergthäler geſchnitten wird, die 


) Die bekannten Methoden des Bergzeichnens bei topographiſchen 
Aufnahmen beruhen allein auf der graphiſchen Darſtellung dieſer 
beiden Arten von Linien. 
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Eigenſchaft, daß daſelbſt der Abfall ein Minimum iſt. Außer- 
dem gibt es bemerkenswerthe Punkte, in denen die Linien 
der Bergrücken und der Bergthäler ſich unter rechten Win 
keln ſchneiden, und zugleich die vertikale Ordinate der Fläche 
ein abſolutes oder ein relatives Maximum oder Minimum 
iſt. Die letzteren von dieſen Punkten, wo der Gebirgszug 
einen Sattel bildet, zeigen die Stellen an, nach denen man 
den Lauf der Straßen oder Kanäle richten muß, wenn es 
ſich darum handelt eine Bergkette zu durchſchneiden. 


XLII. Von der Krümmung der Flächen. 


$. 565. Die Krümmung einer Curve iſt bekannt, ſo⸗ 
bald man den Halbmeſſer des Krümmungskreiſes beſtimmt 
hat, d. h. desjenigen Kreiſes, welcher mit der Curve eine 
Berührung der zweiten Ordnung eingeht. Die Krümmung 
einer Fläche iſt gleichfalls bekannt, wenn man den Halbmeſſer 
des Krümmungskreiſes in jedem der Normalſchnitte angeben 
kann, welche durch einen Punkt der Fläche gelegt werden 
können. g 8 6 
Wenn man durch die Normale eines Punkts m einer 
Fläche eine Ebene legt, ſo erhält man eine Schnittlinie, 
welche ein Normalſchnitt der Fläche genannt werden 
kann. Denkt man ſich ferner auf der Normale einen zwei- 
ten Punkt angenommen, welche von dem Punkte m den un— 
endlich kleinen Abſtand d beſitzt, und legt durch denſelben 
eine Ebene rechtwinklig zur Normale, ſo erhält man eine 
neue Schnittlinie, welche nach Dupin den Namen der indi— 
catoriſchen Linie führt, weil die Beſchaffenheit dieſer 
Linie, wie ſich ſogleich zeigen wird, auf die Geſtalt der Fläche 
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in der Nähe des Punktes m ſchließen läßt. Bezeichnet man 
überdies mit o den unendlich kleinen Bogen, welcher zwiſchen 
dem Punkte m und demjenigen Punkte enthalten iſt, wo der 
Normalſchnitt die indicatoriſche Linie trifft, und nennt e den 


Krümmungshalbmeſſer dieſes Normalſchnitts, jo hat man — 
nn 2 * 
25 | _>e 
are cos 1 = )- N IA Wie 
und daraus 8 g 
2 * 3 
1493 . 
Die Krümmungshalbmeſſer der verſchiedenen Normal- — * 


ſchnitte find alſo proportional den Quadraten der Bögen s 
dieſer Schnitte, vom Punkte m bis an die indicatoriſche Linie 5 
gerechnet; oder wenn man will, den Quadraten der halben 
Diameter der indicatoriſchen Linie, welche von den correſpon— 
direnden Bögen nur um eine unendlich kleine Größe der 
zweiten Ordnung verſchied ſind. 1 

§. 566. Die Lage 9055 Punktes m werde durch die 
Coordinaten , 9. 3 ai drei rechtwinklige Achſen bezogen, 
und es ſei 

* =, ) 

bie Gleichung der gegebenen Fläche. Man bezeichne ferner 
mit d, y+ß, E die Coordinaten des Punkts, in 5 
welchem der en und die indicatorifche Linie ein?? 
ander treffen. Da a und 8 ſehr klein ſind, ſo kann man 
ihre Potenzen und Producte im Vergleich mit den Po— 
tenzen und Producten von einer niedrigern Ordnung ver 
nachläſſigen. 3 hat man nach der K des §. 138 


% 5 n te) 
1 dy d 
wofür man ein facher ſchreiben kann 


= pa + eur + Laß + 685), (b) 
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indem man zur Abkürzung mit 4 und 1 die Differential- 


verhältniſſe der erſten Ordnung 4 und 7 und mit r, s, . 
die re. der zweiten Ordnung 452 f an 


br bezeichnet Man kann. a, 8, wie Coordinaten anſehen, 


welch vom Punkte m aus auf Achſen gezählt werden, die 
den Achſen der 4, der y und der z parallel find. Die Glei- 
chung (b) muß, in einer ſehr geringen Ausdehnung um 
dieſen Punkt, wie die Darſtellung der gegebenen Fläche 
ſelbſt angeſehen werden. 
Die Gleichung der berührenden Ebene im Punkte m 
der gegebenen Fläche iſt nach §. 217 
h = pa ＋ B. (e) 
Folglich muß die Ebene der indicatoriſchen Linie, welche 
parallel mit der berührenden Ebene in dem Abſtande 5, in 
der Richtung der Normale gemeſſen, oder in dem Abſtande 
5 p, in der Richtung der Achſe der 3 gemeſſen, 
gelegt worden iſt, zur Gleichung haben 
1 Vfb B. () 
Eliminirt man endlich y aus den Gleichungen (b) und 
(d), ſo iſt das Reſultat dieſer Elimination, nämlich 
28V AI = ru. + 288 +13, (00 
augenſcheinlich die Gleichung der Projection der indicatori= 
ſchen Linie auf die Ebene aß. Man ſieht daraus, daß der 
Abſtand d unendlich klein von der zweiten Ordnung iſt, 
während a und B unendlich klein von der erſten Ordnung 
ſind. 
8. 567. Man hat ferner 


ß M, 0 
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oder wenn man für y feinen Werth aus der Gleichung (b) 
ſetzt und nur Größen der zweiten Ordnung im Vergleich 
mit @ und 8 beibehält, 

0 (1 ＋ 7%) 4 25 uß ＋ (C 90% f 

Alſo verwandelt ſich der Ausdruck (a) für den Krümmungs— 

halbmeſſer, indem man für 0 dieſen Werth, und für 25 

den Werth aus der 18 der Gleichung (e) an die Stelle ſetzt, in 
29602 282 

Dieſe Formel gibt den Krümmungshalbmeſſer eines be— 

liebigen Normalſchnitts, ſobald man das Verhältniß 2 feſt⸗ 


geſtellt hat, d. h. die Projection der Tangente, welche im 
Punkte m an diefen Normalſchnitt gelegt werden kann, 
auf die Ebene . 
§. 568. Von einem Normalſchnitte zum andern ändert 
ſich der Krümmungshalbmeſſer proportional den Quadraten 
der halben Diameter der indicatorifchen Linie. Dieſe Linie, 
deren Projection auf die Ebene 4 durch die Gleichung (e) 
vom zweiten Grade gegeben wird, liegt immer ſymmetriſch in 
Bezug auf den Punkt m, und die Maximum- und Mi— 
nimumwerthe des Krümmungshalbmeſſers“) entſprechen aus 
genſcheinlich ihren rechtwinkligen Diametern. Um dieſelben 
auf möglichſt einfache Weiſe zu finden, bemerke man, daß 
man durch Differentiation der Gleichungen (d) und (e), 
denen die Coordinaten der Punkte der indicatoriſchen Linie 
immer Genüge leiſten müſſen, erhält 
dy pda g,, 
o bea Heß) da f. Gn dB. 
*) In dem süfpabiten Falle, wo die böichtotſcht Linie ein Kreis 
wird, wie z. B. in jedem Punkte einer Kugelfläche, findet offenbar 


ein Maximum oder Minimum des Krümmungshalbmeſſers nicht 
ſtatt (m. ſ. $. 578). 


http://rcin.org.pl 


268 XLIII. Abſchnitt. 


Ferner wenn e und folglich auch o ein Maximum oder ein 
Minimum werden ſoll, fo hat man vermöge der Gleichung (f} 
0 = ada + ßdg + ydy, 

oder wegen des vorſtehenden Werthes von dy 
O = (A ονν d 5 ＋ ) dg. 
Mithin wird 1 
tm _ Btn ee 
rats8 satt df -C) 

Nun iſt die letzte von diefen drei Größen genau der 
zweite Factor des Ausdrucks (g) für den Krümmungshalb- 
meſſer 2. Bezeichnet man alſo mit R den Maximum- oder 
Minimumwerth des Krümmungshalbmeſſers, und ſetzt zur 
Abkürzung 


wis BE 
} Vp I 
ſo kann man ſchreiben 


EN _ Ba 
E ee und eV 


oder aud) 
2 (ra +B)=(l+P)a+ ß (h) 
Z (sa + HB) =pge 1 ＋ 4% 8 
Man erhält daraus erftens durch Elimination von Z 
Pre) pe, 
und die Auflöfung dieſer Gleichung gibt 
B. III r- (ICY MIN VLN 
a W . 
wenn man zur Abkürzung ſetzt 
N eee s gt] 


oder was auf dasſelbe hinauskommt 


li 
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N=[(1492)r— 2pgs+1+-p3)t]?—4p?-+q?+Nrt—s?) 

wie ſich leicht nachweiſen läßt. 

Man erhält zweitens aus den Gleichungen (öh) durch 
Elimination von d und 8 
(-S Cee, 
und daraus mit Rückſicht auf R=ZV pP ++, 

. r 23 7— 2 

RH ee , e 
wo N. die vorige Bedeutung hat. N 

Die beiden in der Formel (i) enthaltenen Werthe be= 
deuten die trigonometriſchen Tangenten der Winkel, welche 
die Projectionen der rechtwinkligen Diameter der indicato— 
riſchen Linie, oder auch die Projectionen der Durchſchnitts— 
linien der berührenden Ebene der Fläche mit denjenigen 
Normalebenen, welche den größten und den kleinſten Krüm— 
mungshalbmeſſer in ſich enthalten, auf die Ebene 4 mit 
der Achſe der © einſchließen. Die beiden durch die Formel 
(k) gegebenen Werthe gehören dieſen Krümmungshalbmeſſern 
ſelbſt an, und werden die Hauptwerthe des Krüm— 
mungshalbmeſſers genannt. 

Man kann noch bemerken, daß die Formeln (i) und 
(k) immer reelle Werthe geben; denn man hat identiſch 


eee eee eee 
Wee 
TA reel; 

folglich iſt die vorhin mit N bezeichnete Größe ſtets poſitiv. 

§. 569. Der Werth des Krümmungshalbmeſſers eines 
beliebigen Normalſchnitts läßt ſich ſehr einfach durch die 
beiden Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſſers ausdrücken. 
Man denke ſich nämlich die Lage der Coordinatenebenen ſo 
geändert, daß die Ebene & parallel mit der berührenden 
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Ebene wird, welche man im Punkte m an die gegebene 
Fläche gelegt hat. Sodann wird für dieſen Punkt p = 
und g=0, und die Gleichung (e), welche der indicato— 
riſchen Linie angehört, verwandelt ſich in 


28 = ru + 2saß + 182. 


2 Wenn man ferner die Achſen der © und der y fo legt, daß 


ſie mit den rechtwinkligen Diametern der indicatoriſchen Linie 
zuſammenfallen, ſo folgt aus dieſer Gleichung, daß man 
haben wird 3 Setzt man alſo p =, g=0 und s =, 
ſo hat man die nöthigen Bedingungen aufgeſtellt, damit die 
Ebenen as und yz mit den Ebenen der Normalſchnitte zu— 
ſammenfallen, denen die beiden Hauptwerthe des Krümmungs— 
halbmeſſers angehören. In dieſem Falle verwandelt ſich der 
Ausdruck (8) für den Krümmungshalbmeſſer eines beliebigen 
Normalſchnitts in 
4 
9 rei- PIß z > 
und wenn man mit o den Winkel bezeichnet, den die Ebene 
dieſes Normalſchnitts mit der Ebene as einſchließt, fo nimmt 
er die Geſtalt an 
1 
3 Feosga-frsing?* 


Man bemerke nun zunächſt, daß dieſer Ausdruck gibt 


rn x cos p? t sin g®, 


und wenn man mit enden Krümmungshalbmeſſer für den— 
jenigen Normalſchnitt bezeichnet, deſſen Ebene rechtwinklig 
auf der Ebene des Normalſchnitts ſteht, auf welchen ſich 
der Krümmungshalbmeſſer e bezieht, ſo hat man 


. 92 + cos g2, 
ii 1 
Daraus folgt die bemerkenswerthe Beziehung 
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1 1 * 
— — — 5 
2 En Qı er 
d. h. die Summe der umgekehrten Werthe der Krümmungs— 


halbmeſſer, welche zwei auf einander e 0 Normal- 
ſchnitten 8 iſt 2 Man hat alſo immer 


1 1 1 


wenn R und R. iu Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſ— 
ſers bezeichnen. 

Ferner ergibt ſich aus der Gleichung des §. 568, welche 
den Ausdruck (k) für die Hauptwerthe des Krümmungs— 
halbmeſſers geliefert hat, daß man immer haben muß 


14409 7 —2 1-Lp2)t 
R+R= e ER ee 


rt 
a 
RR, — - 22 


und folglich 
e eee eee ee 
. ++} 
8. 570. Wenn man jetzt in dem Ausdrucke des vori— 
gen Paragraphen 8 
2 — 


1 
cos g2-+- [sin p2 
ſowol y=0 als @ = fest, fo erhält man 
1 1 
re R == N 

als die Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſſers, welche 
den beiden Normalſchnitten angehören, die mit den Ebenen 
z und ½ zuſammenfallen. Daraus folgt, daß man ſtatt 
des vorigen Ausdrucks für e ſchreiben kann 

RR 


r 2RR, 
FE R, cos ꝙ A sin g 


oper er NEA H- H cr 
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Man kennt alſo den Werth des Krümmungshalbmeſſers 
in jedem Normalſchnitte, als Function der beiden Haupt- 
werthe K und R, des Krümmungshalbmeſſers, und des 
Winkels q, welchen dieſer Normalſchnitt mit dem den Halb— 
meſſer R enthaltenden Normalſchnitte einfchließt: 

Es folgt hieraus, daß wenn zwei Flächen in einem 
gegebenen Punkte einander berühren und zugleich einerlei 
Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſſers beſitzen, dieſe Flä- 
chen ſodann in dem angezeigten Punkte in jedem Sinne eine 
Berührung der zweiten Ordnung mit einander eingehen, 
d. h. daß allen Normalſchnitten der beiden Flächen reſp. 
gleiche Krümmungshalbmeſſer angehören. Ferner zeigt ſich, 
daß in einer unendlich kleinen Ausdehnung um einen belie— 
bigen Punkt m einer Fläche, man ſich dieſe Fläche auf dop— 
pelte Weiſe durch die Rotation eines Kreisbogens beſchrieben 
denken kann, nämlich 1) durch Rotation des größten Krüm— 
mungskreiſes um eine Achſe, welche in ſeiner Ebene recht— 
winklig zu der Normale liegt und durch den Mittelpunkt des 
kleinſten Krümmungskreiſes geht; 2) durch Rotation des 
kleinſten Krümmungskreiſes um eine Achſe, welche in ſeiner 
Ebene rechtwinklig zu der Normale liegt und durch den Mittel- 
punkt des größten Krümmungskreiſes geht. Die beiden alſo be= 
ſchriebenen Flächen haben augenſcheinlich dieſelben beiden Haupt— 
werthe des Krümmungshalbmeſſers wie die gegebene Fläche. 

§. 571. Man betrachte jetzt, Fig. 55, einen Schnitt, 

Fig. 55. welcher ſchief durch die gegebene Fläche 
geführt wird, nämlich vermittelſt einer 
durch die Tangente mh des Normal- 
ſchnitts umu, dem der Krümmungshalb⸗ 
meſſer o angehört, gelegten Ebene. Es 
ſei omo der Durchſchnitt dieſer ſchiefen 
Ebene mit der Fläche, und oo' der 
. Durchſchnitt der nämlichen Ebene mit 
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der Ebene der indicatorifchen Linie. Mit o werde der Win- 
kel bezeichnet, den die Normale mf mit dem Perpendikel my 
einſchließt, welches man in der ſchiefen Ebene auf der Tan— 
gente mh errichtet hat. Sucht man den Werth des Krüm— 
mungshalbmeſſers in dem ſchiefen Schnitte omo’, fo bemerke 
man, daß der Unterſchied der Linien nf und og, oder der 
Bögen in und mo, von derſelben Ordnung ift wie der Ab— 
ſtand m/, d. h. unendlich klein im Vergleich mit dieſen Bögen 
ſelbſt. Man kann alſo mn für die Länge des Bogens mo 
nehmen; und mithin kann der Krümmungshalbmeſſer des 
ſchiefen Schnitts omo’, für welchen man nach §. 565 findet 
5 


mo 
mg 
auch ausgedrückt werden durch 
u RR, eos 
W eos ge + Rein gs 
co. 


Dieſe Formel gibt auf eine ſehr einfache Weiſe den 
Krümmungshalbmeſſer eines beliebigen ſchiefen Schnitts, den 
man in einer Fläche hervorbringen kann, ausgedrückt durch 
die beiden Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſſers, durch 
den Winkel q, welchen die Tangente des ſchiefen Schnitts 
mit der Schnittebene einſchließt, die den Halbmeſſer R in ſich 
enthält, und endlich durch den Winkel a, welcher zwiſchen 
der Ebene des ſchiefen Schnitts und der Normale der Fläche 
enthalten iſt. Man ſieht daraus ſogleich, indem man den 
Winkel & ſich ändern läßt, daß der geometriſche Ort der 
Krümmungsmittelpunkte aller Schnitte, welche man durch 
die gegebene Tangente einer Fläche legen kann, ein Kreis iſt, 
welcher den Krümmungshalbmeſſer des Normalſchnitts zum 
Durchmeſſer hat und deſſen Ebene auf der gegebenen Tanz 
gente rechtwinklig ſteht. Die Kugelfläche bietet hiezu ein 
anſchauliches Beiſpiel. ö 4 

Navier, Diff.- und Integrale. II. Band. 18 
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Von den Krümmungslinien. 

§. 572. Die den rechtwinkligen Diametern der indita⸗ 
toriſchen Linie entſprechenden Normalſchnitte, denen die Haupt— 
werthe des Krümmungshalbmeſſers zugehören, haben eine 
beſonders merkwürdige Eigenſchaft. Es ſei, Fig. 56, nono 
Fig. 56. die indicatoriſche Linie, m der Mittelpunkt 
dieſer Curve, und un die Durchſchnittslinie 
Reiner beliebigen Normalebene. Wollte man 
im Punkte u eine Normale an die Fläche 
legen, ſo müßte dieſelbe zu gleicher Zeit auf 
der Tangente des in un projieirten Nor— 
hr malſchnitts, und auf der Tangente ul der 
indicatoriſchen Linie rechtwinklig ſtehen. Die Projection dies 
fer Normale auf die Ebene der indicatorifchen Linie würde 
alſo die Linie nk fein, welche auf nl rechtwinklig ſteht, und 
mithin könnte die in Rede ſtehende Normale im allgemeinen 
nicht mit derjenigen Normale der Fläche zuſammentreffen, 
welche durch den Punkt m geht. Aber die beiden Norma— 
len werden einander in dem beſonderen Falle treffen, wenn 
die Projection un des Normalſchnitts mit einem der beiden 
rechtwinkligen Diameter NN und N’N’ der indicatorifchen _ 
Linie zuſammenfällt. Mithin haben in jedem Punkte einer 
Fläche die beiden Normalſchnitte, denen die Hauptwerthe des 
Krümmungshalbmeſſers angehören, vor allen übrigen Nor— 
malſchnitten, die characteriſtiſche Eigenſchaft, daß die Nor⸗ 
male der Fläche in dieſem Punkte die Normale in einem 
unendlich nahe liegenden Punkte ſchneidet, wenn man letzte— 
ren in einem jener beiden Normalſchnitte angenommen hat. 
Der Durchſchnittspunkt dieſer beiden Normalen iſt augen— 

ſcheinlich der Krümmungsmittelpunkt des Schnitts. 
Man kann zu dieſer Eigenſchaft auch auf folgendem 
Wege unmittelbar gelangen. In dem Punkte m der Fläche, 
deſſen Coordinaten &, y, s find, denke man ſich die Nor⸗ 


N 2 
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male conſtruirt, und es feien % /, 2 die Coordinaten eines 
beliebigen Punkts dieſer Normale. Die Gleichungen der= 
ſelben ſind ſodann nach §. 217 
* — (Z — 22 0 
y—-y+go@-r)=0. 
Differentürt man dieſe Gleichungen in Bezug auf 4, , 2, 
indem man 4% 2 wie Conſtanten anſieht, fo werden die 
erhaltenen Gleichungen einer unendlich nahe liegenden Linie 
angehören, die den beiden Bedingungen Genüge leiſtet, daß 
ſie eine Normale der Fläche iſt und mit der erſten Normale 
einen Punkt gemein hat. Dieſe Differentiation gibt 
d ＋ dy (z-- ) ＋ d = 
% d d = 
oder wenn man beachtet, daß ds = pd EA dp rde + 
sdy, da = sdx-+ tdy, 4 
(1-+p?) de + pgdy + d + sdy)(z 2 == 
pgdz + (1 + Q)dy+ (sdz + , — 3) =. 
Eliminirt man jetzt 2 — 2 aus dieſen beiden letzten Glei— 
chungen, ſo erhält man 


di 2 x 7 
Let r e. 
1 — fu + pr) - or |= 0, 
und dieſer Gleichung muß mithin der Werth von a a Genüge 


leiſten, welcher der Horizontalprojection 2 Curve 
angehört, in der man ſich auf der Fläche fortbewegen muß, 
wenn der Bedingung Genüge geſchehen ſoll, daß zwei un— 
endliche nahe auf einander folgende Normalen in einerlei 
Ebene enthalten ſind. Nun iſt aber dieſe Gleichung genau 
übereinftimmend mit . 805 des §. 568, welche die bei⸗ 


den Werthe des Verhältniſſes g gibt, denen die Hauptwerthe 
18* 
http://rcin.org.pl 


276 XLIII. Abſchnitt. 


des Krümmungshalbmeſſers entſprechen. Auch iſt unmittel— 
bar zu erkennen, daß die beiden durch dieſe Gleichung gege— 


benen Werthe von zu zwei Linien gehören, die ſich unter 


rechten Winkeln ſchneiden, ſobald man nämlich wie im §. 569 
die Lage der Coordinatenebenen ſo ändert, daß die Ebene 
xy parallel mit derjenigen Ebene wird, welche die Fläche 
im Punkte m berührt. Man hat alsdann p = und -=, 
und die vorſtehende Gleichung reducirt ſich auf 


8 n ( deere 105 


Pr 
die beiden Wurzeln derſelben geben alſo die trigonometri— 
ſchen Tangenten zweier Winkel, die um einen rechten Win— 
kel von einander verſchieden ſind, d. h. die Richtungen der 
Curven, denen ſie angehören, ſtehen auf einander rechtwinklig. 


Be d j 8 
Eliminirt man ferner 45 aus den beiden oben gefunde— 


nnen Gleichungen, fo erhält man 


ö eee p 
TIA. 
Dieſe Gleichung liefert, in Verbindung mit den beiden Glei— 
chungen der Normale, die Coordinaten &, /, des Durch- 
ſchnittspunkts der beiden auf einander fhigenden Normalen, 
oder mit anderen Worten des Krümmun gsmittelpunkts. Da 
ſie vom zweiten Grade iſt, ſo hat jede dieſer Coordinaten 
im allgemeinen zwei Werthe, ſo daß es auf der nämlichen 
Normale zwei Krümmungsmittelpunkte gibt, welche reſp. 
den durch die vorige Gleichung beſtimmten rechtwinkligen 
Normalſchnitten angehören. In Betreff der Größe des 
Krümmungshalbmeſſers hat man offenbar, wenn man den— 
ſelben wie oben mit R bezeichnet, 
0 „5 0 


. N 
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Mithin ſtimmt die ſo eben gefundene Gleichung mit der— 
jenigen des §. 568 überein, aus welcher der Ausdruck (k) 
für die beiden Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſſers 
hergeleitet worden iſt. 

§. 573. Aus dem Bisherigen ergibt ſich, daß man von 
jedem beliebigen Punkte einer Fläche aus in zwei Richtun— 
gen, die einen rechten Winkel mit einander einſchließen, zu 
einem benachbarten Punkte der Fläche übergehen kann, wel— 
cher der Bedingung genügt, daß die Normalen dieſer beiden 
Punkte in einerlei Ebene enthalten ſind und einander ſchnei— 
den. Ebenſo kann man von dieſem zweiten Punkte zu einem 
dritten Punkte übergehen, darauf zu einem vierten u. ſ. f., 
indem man immer dieſelbe Bedingung feſthält. Man erhält 
auf dieſe Weiſe auf der gegebenen Fläche eine zuſammen— 
hängende Linie, welche man Krümmungslinie genannt 
hat und deren Betrachtung von Wichtigkeit iſt. Für jeden 
Punkt einer Fläche gibt es im allgemeinen zwei Krümmungs— 
linien, die ſich in dieſem Punkte unter rechten Winkeln 
ſchneiden; entſprechend den beiden Normalſchnitten der größ— 
ten und der kleinſten Krümmung in dieſem Punkte. Denkt 
man ſich alle Krümmungslinien auf der Fläche gezeichnet, 
ſo zertheilen ſie dieſelbe in zwei Syſteme von Zonen, deren 
Durchkreuzung rechtwinklige Figuren bildet. 

Die vorhin gefundene Gleichung 


fat) eee 


— d+P9)s—pgr]= 
iſt die Differentialgleichung der Projection der 1 


linien auf die Ebene 2). Da dieſelbe in Bezug auf J. 


vom zweiten Grade iſt, ſo erhält ihr Integral nach S. 10 
eine willkürliche Conſtante zum Quadrat erhoben; und wenn 
man dieſe Conſtante fo beſtimmen will, daß die Krümmungs— 
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linie durch einen gegebenen Punkt der Fläche geht, ſo findet 
man zwei Werthe, welche reſp. den Krümmungslinien der 
beiden Syſteme angehören. 

Eliminirt man r und £ mit Hülfe der Gleichungen 
dy rd + sd, dg = sdx + tdy, und mit Rückſicht auf 
dz—= pdx + Ad, fo nimmt die vorſtehende Gleichung die 
Geſtalt an 


dy (dy + gd — dy (dx + pdz), 


wie man übrigens auch unmittelbar aus dem vorigen Pa— 
ragraphen nachweiſen kann. 

§. 574. Die Unterſuchung der verſchiedenen Geſtalten, 
welche die Curve annehmen kann, die den Namen der indie 
catoriſchen Linie führt, iſt ſehr geeignet, ein anſchauliches 
Bild der verſchiedenen Fälle zu geben, welche die Krümmung 
der Flächen darbietet. Die Gleichung (b) des §. 566, in 
welcher man nur die Glieder der zweiten Ordnung in Be— 
zug auf a und ß beibehalten hat, nämlich 


pa ++ 4 (ra- + 2uß f- 480, 


ſtellt eine Fläche der zweiten Ordnung dar; es zeigt ſich 
mithin, daß eine ſolche Fläche im allgemeinen nach allen 
Richtungen um einen gegebenen Punkt eine Berührung der 
zweiten Ordnung mit einer gegebenen Fläche eingehen kann. 
Die gegebene Fläche und die osculatoriſche Fläche der zwei— 
ten Ordnung müſſen in einer unendlich kleinen Ausdehnung 
um den Punkt m als zuſammenfallend angeſehen werden, 
fo daß die indicatorifche Linie beiden gemeinſchaftlich ange— 
hört. Die Gleichung der Projection der indicatoriſchen Linie 
auf eine Ebene, parallel mit der Ebene q, iſt in (e) $. 566 
gegeben. Man kann ſie einfacher ſchreiben 


D=ra: + 2saß + 12, 
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indem man zur Abkürzung D 28 IT/! ſetzt; fie 
gibt, in Bezug auf ß aufgelöſ't, 
N + Am: . 

§. 575. Wenn die Function res? pofitiv iſt, fo iſt 
die indicatoriſche Linie eine Ellipſe, und die osculatoriſche 
Fläche der zweiten Ordnung ein Ellipſoid. Alle Diameter 
der Ellipſe ſind reell, folglich die Quadrate dieſer Diameter, 
denen die Krümmungshalbmeſſer der Normalſchnitte propor- 
tional find, ſämmtlich poſitiv. Die Krümmungen aller Nor— 
malſchnitte find nach einerlei Seite gerichtet. Dasſelbe fin— 
det man auch aus dem Ausdrucke (k) des §. 568. 

§. 576. Wenn die Function rt—s? negativ iſt, fu 
iſt die indicatoriſche Linie eine Hyperbel, und die osculato— 
riſche Fläche der zweiten Ordnung ein Hyperboloid. Die 
reellen Diameter der Hyperbel haben poſitive Quadrate, da— 
gegen die imaginären Diameter negative Quadrate, folglich 
find die beiden Hauptkrümmungen der Fläche nach verſchie— 
denen Seiten gerichtet; und überhaupt wenden unter den 
verſchiedenen Normalſchnitten die einen ihre Krümmung nach 
der einen Seite, die anderen nach der entgegengeſetzten Seite. 
Die Aſymptoten der Hyperbel, in deren Richtung die Krüm— 
mung gleich Null iſt, trennen die Normalſchnitte von ein— 
ander, welche ihre Krümmung reſp. nach der einen oder 
der anderen Seite wenden. 

Man erhält die Richtung dieſer Aſymptoten, wenn man 
den Nenner des Ausdrucks (g) im §. 567 gleich Null ſetzt. 
Dies gibt 

ra? + 285 ＋ 82 — 
Mithin gehört die Differentialgleichung 


+32 (00 
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der Projection aller derjenigen Curven auf die Ebene a 
an, die in der gegebenen Fläche enthalten und mit der Ei— 
genſchaft begabt ſind, daß in ihrer Richtung die Krümmung 
gleich Null oder der Krümmungshalbmeſſer unendlich groß iſt. 
Die Differentialgleichung 
d — pdx + qdy 
| gehört gleichmäßig der berührenden Ebene der Fläche im 
| Punkte m und der Fläche ſelbſt an; man erhält daraus 
dis dpd +dgdy, oder dis rd Adνν . 
Da man nun für die berührende Ebene hat ds =, fu 
wird man mithin durch Aufſtellung der Gleichung 
rda? + 2sdedy + Idy? = 0 
eine Beziehung zwiſchen de und a feſtſetzen, welche der 
Durchſchnittslinie der gegebenen Fläche und ihrer berühren 
den Ebene angehört. Folglich haben alle Flächen von der 
in Rede ſtehenden Art, d. h. deren beide Hauptkrümmungen 
nach entgegengeſetzten Seiten gerichtet find, in dem betreffen 
den Punkte die Eigenſchaft, daß ſie durch ihre berührende 
Ebene längs zwei Linien geſchnitten werden, deren Richtun— 
gen mit den Aſymptoten der indicatoriſchen Linie zuſam⸗ 
* I menfallen. 
e Der Winkel zwiſchen dieſen Aſymptoten gibt zugleich 
ler Nr Ir Ro eim Urtheil über das Verhältniß der beiden Krümmungen. 
Denn da das Verhältniß der beiden Achſen der Hyperbel 
K 21x 62 N ausgedrückt wird durch die trigonometriſche Tangente der 
— Hälfte dieſes Winkels, jo wird das Verhältniß der beiden 


zu I 

N Ps Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſſers ausgedrückt werden 

durch das Quadrat dieſer trigonometriſchen Tangente. 

N A. $. 577. Wenn die Function re 82 den Werth Null 

phat, fo reducirt ſich der Werth von ß im §. 574 auf 

1 2 as BF VD 

„ . „ 

Ae 3 di 7 vom 1 


4 


http://rein.org.pl 


Krümmung der Flächen. 281 


und ſtellt ein Syſtem zweier geraden Linien dar, die mit 
der Achſe der u einen Winkel einſchließen, deſſen trigonome— 


triſche Tangente — 5 ift. Die indicatoriſche Linie wird alſo 


hier von zwei parallelen geraden Linien gebildet, und die 
osculatoriſche Fläche der zweiten Ordnung iſt eine Cylinder— 
fläche. Alle Diameter der indicatoriſchen Linie ſind reell, 
folglich wendet die Fläche alle ihre Krümmungen nach der= 
ſelben Seite; nur in der Richtung der in Rede ſtehenden 
geraden Linien hat die Krümmung den Werth Null. Denn 
wenn man in dem Ausdrucke (k) des §. 568, welcher die 
beiden Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſſers darſtellt, 
rt — 82 0 ſetzt, jo wird eine Wurzel dieſer Gleichung 
endlich und die andere unendlich, und beide haben gleiche 
Vorzeichen. 

Die Eigenſchaft, mit einer Cylinderfläche eine Berüh— 
rung der zweiten Ordnung einzugehen, kommt allen Flächen 
zu, welche den Namen abwickel bare Flächen führen, 
und drückt ihren Charakter vollſtändig aus. Die partielle 
Differentialgleichung der zweiten Ordnung 

1 — 8 O, 
welche dieſe Eigenſchaft darſtellt, entſpricht allen Flächen 
dieſer Art. 

§. 578. Die beiden Werthe von R, welche der Aus— 
druck (k) des §. 568 gibt, find einander gleich und von 
gleichem Vorzeichen, wenn man hat 


LA p- eee e-) =. 

Dieſe Gleichung drückt alſo die Bedingung aus, welche er— 
füllt fein muß, damit die beiden Hauptwerthe des Krüm— 
mungshalbmeſſers einander gleich ſind und einerlei Richtung 
haben. Der Ausdruck für e im §. 570 zeigt, daß in die- 
ſem Falle die Krümmungshalbmeſſer aller Normalſchnitte 
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unter einander gleich ſind. Die Punkte einer Fläche, in 
denen dieſe Eigenthümlichkeit eintritt, oder in denen die 
indicatoriſche Linie ein Kreis iſt, ſind gewöhnlich beſonders 
merkwürdig; man hat ihnen den Namen Nabelpunkte 
(ombilics) gegeben. 

Nach der Bemerkung am Schluſſe des §. 568 kann 
dieſe Gleichung nicht beſtehen, wenn man nicht einzeln die 
beiden Gleichungen hat 

Gr - A+P)t=0, 

(HD) per = O, 
aus denen überdies folgt 

(14% — gt = 0. 
Man kann ſich übrigens auch außerdem leicht überzeugen, 
daß die Gleichheit der beiden Hauptwerthe des Krümmungs— 
halbmeſſers immer die Exiſtenz der Doppelgleichung 
Ip. 59 1g 
Feen 

zur Folge hat. Denn da die Formel des §. 570 zeigt, daß 
alsdann die Krümmungshalbmeſſer aller Normalſchnitte un— 
ter einander gleich ſind, ſo muß nothwendig das Verhältniß 


2 aus dem Ausdrucke (g) des §. 567 verſchwinden, was 
nur unter der angezeigten Vorausſetzung möglich iſt. 
Dieſe Doppelgleichung macht die Gleichung des §. 568 
identiſch, von welcher der Ausdruck für . 5 
was auf dasſelbe hinauskommt, die Gleichung des §. 572, 
von welcher der Ausdruck für 45 abhängt, der die Richtun⸗ 


gen der Krümmungslinien feſtſtellt; man kann mithin dar= 
aus in Bezug auf dieſe Richtungen nichts ſchließen. Es 
gibt Nabelpunkte, durch welche nur eine einzige Krümmungs— 


abhängt, oder auch, 
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linie geht; andere, durch welche eine begränzte Anzahl von 
Krümmungslinien geht, die größer als zwei iſt; endlich noch 
andere, in welchen unendlich viele Krümmungslinien ſich in 
allen Richtungen durchkreuzen. Die Scheitel oder Pole der 
Rotationsflächen gehören unter dieſen letzten Fall. Die 
Unterſcheidung der verſchiedenen Fälle, welche ſich einftellen, 
kann aus der in Rede ſtehenden Gleichung ſelbſt, nämlich 


e e () LU M 
HY - gro, 

abgeleitet werden, indem man ſie wiederholt in Bezug auf 

= und y differentiirt und dabei 45 als conſtant anſieht. Man 

erhält alſo Gleichungen des dritten, vierten ꝛc. Grades in 

Bezug auf Ai: welche die Werthe liefern, aus denen die 


wahren Richtungen der Krümmungslinien erkannt werden 
können. 
Die Kugelfläche iſt die einzige Fläche, für deren ſämmt— 
liche Punkte man die Relation hat * 
Nutten er 
77 8 RR 


8. 579. Die beiden Werthe von R, welche die Formel 
(K) des $. 568 gibt, find einander gleich und von entgegen— 
geſetzten Vorzeichen, wenn man hat 


(Uhr — 25% - (10. 
In dieſem Falle ſind die beiden Hauptkrümmungen einander 
gleich und nach entgegengeſetzten Seiten gewandt. Die in= 
dicatoriſche Linie iſt eine gleichſeitige Hyperbel. Alle Nor⸗ 
malſchnitte, welche ſymmetriſch in Bezug auf die Achſen oder 
die Aſymtoten dieſer Hyperbel liegen, haben gleiche Krüm— 
mungen. Die Linien, in deren Richtung die Krümmung 
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Null iſt, ſchneiden ſich unter rechten Winkeln, gleichwie die 
Krümmungslinien. 

Die vorſtehende Gleichung fallt Nſannben nit derjeni⸗ 
gen, welche im §. 517 als Ausdruck der Bedingung gefun— 
den wurde, daß der Inhalt der in einem beliebigen gegebe— 
nen Umriſſe enthaltenen Fläche im Minimum ſein ſoll. Alle 
Flächen, welche dieſer Bedingung Genüge leiſten, haben alſo 
die Eigenſchaft, daß in allen ihren Punkten die beiden 
Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſſers einander gleich 
ſind und entgegengeſetzte Lage haben. Dies kann n direct 
bewieſen werden. ; 


Von der Fläche, welche den Ort der Krümmungsmittelpunfte darſtellt. 


§. 580. In einer gegebenen Fläche werde ein Punkt 
m angenommen, und man denke ſich die beiden Krümmungs- 
linien, welche ſich in dieſem Punkte durchſchneiden, und die 
Normalebene, welche in die Richtung der einen von dieſen 
Krümmungslinien fällt. Wenn dieſe Ebene ſich im Raume 
bewegt, ohne daß ſie aufhört, normal auf der gegebenen 
Fläche zu ſein und die betreffende Krümmungslinie zu be— 
rühren, ſo wird der von ihr beſchriebene Raum von einer 
abwickelbaren Fläche eingehüllt werden, welche die gegebene 
Fläche unter rechten Winkeln ſchneidet. Dieſe abwickelbare 
Fläche iſt der Ort aller Normalen der gegebenen Fläche, 
welche durch die Krümmungslinie gehen, und dieſe Normalen 
ſind ihre charakteriſtiſchen Linien. Die Durchſchnitte der auf 
einander folgenden Normalen beſtimmen auf der abwidel- 
baren Fläche eine von den bemerkenswerthen Linien, welche 
den Namen der Rü tkkehrkanten führen, ) Die Rück⸗ 


) Die Rückkehrkante hat in Bezug auf Flächen eine ähnliche Bedeu— 
tung wie der Rückkehrpunkt ($. 206 und 208) in Bezug auf 
Curven. 5 I 
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kehrkante iſt der Ort der Krümmungsmittelpunkte, welche 
den verſchiedenen Punkten der Krümmungslinie zugehören, 
die als Leitlinie für die Bewegung der Normalebene ge— 
dient hat. a 


Denkt man ſich ebenſo die Normalebene der Fläche im 
Punkte m, welche in die Richtung der zweiten Krümmungs— 
linie fällt, und läßt dieſelbe ſich bewegen, ohne daß ſie aufhört, 
normal auf der Fläche zu fein und dieſe Krümmungslinie 
zu berühren, ſo erhält man eine andere abwickelbare Fläche, 
die der Ort der Normalen der gegebenen Fläche iſt, welche 
durch die Punkte der zweiten Krümmungslinie gehen, und 
deren Rückkehrkante der Ort der Seh mpungönikitelpugfte iſt, 
welche biefen Punkten zugehören. 


Auf die angegebene Weiſe kann man ſich im Raume 
alle abwickelbaren Flächen conſtruirt denken, welche dem er— 
ſten Syſteme der Krümmungslinien der gegebenen Fläche 
angehören, und ebenſo alle abwickelbaren Flächen, welche 
dem zweiten Syſteme dieſer Krümmungslinien angehören. 
Die abwickelbaren Flächen des erſten Syſtems ſchneiden 
überall die des zweiten Syſtems unter rechten Winkeln. Die 
beiden Syſteme der in Rede ſtehenden Flächen zerlegen den 
Raum in rechteckige Streifen, deren Länge in der Richtung 
der Normalen der gegebenen Fläche unendlich iſt. Die Reihe 
folge der Rückkehrkanten der abwickelbaren Flächen, welche 
dem erſten Syſteme angehören, bildet ſelbſt eine neue Fläche, 
auf welcher ſich alle Krümmungsmittelpunkte der einen 
Krümmung befinden. Die Reihefolge der Rückkehrkanten 
der abwickelbaren Flächen, welche dem zweiten Syſteme der 
Krümmungslinien angehören, bildet gleichfalls eine neue 
Fläche, welche den Ort aller Krümmungsmittelpunkte der 
anderen Krümmung darſtellt. Dieſe Flächen haben, als 
Ort der Krümmungsmittelpunkte, in Bezug auf die gegebene 
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Fläche dieſelbe Bedeutung, wie die Evolute einer ebenen Curve 
in Bezug auf dieſe Curve. 


§. 581. Die Gleichungen der genannten Flächen kann 
man auf folgende Weiſe erhalten. Man nehme die Glei- 
chungen der Normale aus §. 572 
e } (i) 
y—- y+g@-7)=0 
und die ebendafelbft Sg Gleichungen 


e 


au 10 Te per] 2 (2) 
(rt) 2A + gr he 4) 
IT. 3) 


Die Differentialgleichung (2) zwiſchen den Veränderlichen & 
und gehört den Projectionen der Krümmungslinien der 
gegebenen Fläche auf die Ebene ay an. Dieſe Gleichung 


iſt in Bezug auf das Differentialverhältniß 47 von der er⸗ 


ſten Ordnung und vom zweiten Grade, und ihr Integral 
wird mithin eine willkürliche Conſtante enthalten, die zur 
zweiten Potenz erhoben iſt. Beſtimmt man alſo dieſe Con— 
ſtante fo, daß man die Krümmungslinie durch einen gege— 
benen Punkte gehen läßt, ſo findet man zwei Werthe, welche 
reſp. den beiden Krümmungslinien entſprechen, die ſich in 
jedem Punkte der Fläche ſchneiden.— em 
Man bezeichne zur Abkürzung mit (2) das allgemeine 
Integral der in Rede ſtehenden Gleichung (2). Sodann iſt 
klar, daß die Elimination der Coordinaten &, , 2 aus der 
Gleichung ders gegebenen Fläche, den Gleichungen (1) und 
der Gleichung (2°) eine Gleichung liefert, welche die Coor— 
dinaten , , * enthält und den abwickelbaren Flächen 
angehört, die die gegebene Fläche unter rechten Winkeln und 
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längs ihren Krümmungslinien ſchneiden. Jede einzelne von 
dieſen abwickelbaren Flächen wird dadurch erhalten, daß man 
die in ihr vorkommende willkürliche Conſtante angemeſſen 
beſtimmt. 

§. 582. Die Gleichung (3) iſt eine primitive Gleichung 
zwiſchen ©, 7, 2 und 2. Sie muß den Werth von 7" ge= 
ben, welcher dem Durchſchnittspunkte zweier auf einander 
folgenden Normalen angehört, d. h. dem Krümmungsmittel— 
punkte. Eliminirt man 4, , 2 aus der Gleichung der ge— 
gebenen Fläche, den Gleichungen (1) und der Gleichung (3), 
fo erhält man mithin zwiſchen ©’, /, L die Gleichung der— 
jenigen Fläche, welche der Ort der Krümmungsmittelpunkte 
iſt. Dieſe Gleichung erhebt ſich in Bezug auf * bis zum 
zweiten Grade. Kann man ſie in zwei Factoren zerlegen, 
ſo erhält man, indem man dieſe einzeln gleich Null ſetzt, die 
Gleichungen zweier Flächen, welche reſp. die Mitttelpunkte 
der einen und der andern Krümmung der gegebenen Fläche 
in ſich enthalten. Iſt dieſe Zerlegung aber nicht möglich, 
ſo befinden ſich die Mittelpunkte der beiden Krümmungen 
auf zwei Flächentheilen, welche einer einzigen Fläche ange— 
hören. 

Jede Normale der gegebenen Fläche berührt zu gleicher 
Zeit die beiden Flächentheile, welche reſp. die Mittelpunkte 
der einen und der anderen Krümmung in ſich enthalten, 
und wenn man durch dieſe Normale zwei berührende Ebe— 
nen an dieſe beiden Flächentheile legt, ſo werden ſich dieſe 
Ebenen unter rechten Winkeln ſchneiden. Mithin ſind die 
beiden Flächentheile der Fläche, welche den Ort der Krüm— 
mungsmittelpunkte darſtellt, immer von der Beſchaffenheit 
daß, wenn man ſie aus einem beliebigen Punkte betrachtet 
ihre ſcheinbaren Umriſſe einander unter rechten Winkeln 
durchſchneiden. Deßhalb iſt nicht jede beliebige Fläche geeig— 
net, den Ort der Krümmungsmittelpunkte einer anderen 
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Fläche abzugeben. Man kann den Ort der Mittelpunkte der 
einen Krümmung willkürlich annehmen; dagegen die Fläche, 
welche die Mittelpunkte der anderen Krümmung enthalten ſoll, 
muß ſo gewählt werden, daß ihr ſcheinbarer Umriß immer den 
ſcheinbaren Umriß der erſteren unter rechten Winkeln ſchneidet. 

§. 583. Wenn die Fläche, welche die Mittelpunkte der 
einen Krümmung enthält, diejenige Fläche ſchneidet, welche 
die Mittelpunkte der anderen Krümmung in ſich faßt, ſo 
werden die Durchſchnittspunkte, die beiden Krümmungen ge— 
meinſchaftlich angehören, denjenigen Punkten der gegebenen 
Fläche entſprechen, in welchen die beiden Hauptwerthe des 
Krümmungshalbmeſſers einander gleich find. Dieſe Punkte 
werden nach §. 578 durch die Gleichung beſtimmt 
LA) — L eee — eee ese) =, 
welche Gleichung die Projection der Linie der ſphäriſchen 
Krümmungen der gegebenen Fläche auf die Ebene a 
liefert. 

$. 584. Jede von den Rückkehrkanten der abwickelba— 
ren Normalflächen, deren Inbegriff die beiden Flächentheile 
derjenigen Fläche bildet, welche den Ort der Krümmungs— 
mittelpunkte darſtellt, iſt auf dieſer letztern Fläche eine Linie 
des kürzeſten Abſtandes. Denn die durch zwei auf einander 
folgende Normalen gelegte Ebene, welche einer von dieſen 
abwickelbaren Normalflächen angehört, iſt zu gleicher Zeit 
die Krümmungsebene der Rückkehrkante im Durchſchnitts— 
punkte dieſer beiden Normalen, und ſteht in eben dieſem 
Punkte rechtwinklig auf demjenigen Theile der den Ort der 
Krümmungsmittelpunkte bildenden Fläche, in welchem dieſe 
Rückkehrkante liegt. Nun beſteht aber das Kennzeichen der 
Linie des kürzeſten Abſtandes auf einer beliebigen Fläche 
eben darin, daß die Krümmungsebene dieſer Linie zugleich 
normal auf der Fläche ſteht (ſ. §. 516). 
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Man denke ſich einen Faden, deſſen einer Endpunkt in 
einem Punkte der Durchſchnittslinie der beiden Flächentheile 
befeſtigt iſt, welche reſp. die Mittelpunkte der einen und der 
anderen Krümmung in ſich enthalten. Wenn man dieſen 
Faden ſpannt, und ihn ſo bewegt, daß ein Theil desſelben 
mit dieſer Durchſchnittslinie zuſammenfällt und der freie Theil 
die Richtung ihrer Tangente hat, ſo wird der entgegenge— 
ſetzte Endpunkt die Linie der ſphäriſchen Krümmungen auf 
der gegebenen Fläche beſchreiben. Wenn man ferner den— 
ſelben Faden ſo bewegt, daß er zum Theil mit der Durch— 
ſchnittslinie der beiden genannten Flächentheile zuſammen— 
fällt, und zum Theil in einen dieſer beiden Flächentheile 
ſelbſt, ſo läßt ſich ſein Endpunkt in alle Punkte der gege— 
benen Fläche bringen, welche mithin auf zwei verſchiedene 
Weiſen durch die Bewegung eines Fadens, den man über 
die den Ort der Krümmungsmittelpunkte bildende Fläche 
ſpannt, beſchrieben werden kann, gleichwie eine Curve durch 
die Bewegung eines ige ihre Evolute geſpannten Fadens 
beſchrieben wird. 


Beiſpiel zur Beſtimmung der Krümmungslinien und Krümmungshalbmeſſer. 
§. 585. Die Gleichung der gegebenen Fläche ſei 

2 

ut 27 
wo a und b zwei poſitive Conſtanten bedeuten, und a 
ſein ſoll. Dieſe Fläche iſt ein Paraboloid, deſſen Hauptachſe 
mit der Achſe der z zuſammenfällt. Alle Schnitte parallel 
mit der Ebene 4 find Ellipſen, deren beide Achſen in die 
Richtung der und der y fallen. Die Länge der Halbachſen 
dieſer Schnitte in der Richtung der = iſt 24, und die 
Länge der Halbachſen in der Richtung d der y iſt V Dr. 


Man erhält 
Navier, Diff.» und Integralr. II. Band. 19 
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anni ann hy 
a P A h 72 5 
da? 4 dd 4 i 5. 


und wenn man dieſe Werthe in die Gleichung der Krüm— 
mungslinien ſubſtituirt, male nach §. 572 iſt 


1 50 (0 + Nee . 


— di. oe — per] = 0, 
fo una man 


Tran E IC — e u ur, 


Setzt man zur Abkürzung 421 und B=a(a—b), ſo 


hat man einfacher 
1 . 5 2— 4% ＋ 0 9 0 
7 (4 (* — Ay? ) = = (m) 


als Gleichung der Projection der Krümmungslinien der ge— 
gebenen Fläche auf die Ebene 2. 

Um dieſe Gleichung zu integriren, differentiire man fie 
zuvor, wodurch man erhält 


Cee BCE) = 


und eliminire zwifchen dieſer Gleichung der zweiten Ordnung 
und der Gleichung (m) die Conſtante B. Dabei wird die 
Conſtante 4 gleichfalls wegfallen, und man erhält 


ar) I. 
Multiplicirt man dieſe Gleichung mit dem Factor © er fo kommt 
d. 2 2. 5 2 2 1 4. 
ar r 
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wo die linke Seite ein genaues Differential von x 4 ge⸗ 


worden iſt. Integrirt man alſo zum erſten Male, ſo hat 
man 


V 
r oder / = dd, 
und wenn man zum zweiten Male integrirt, 


Par ＋ ß, 
wo a und ß zwei Conſtanten find. 

Die Gleichung 72 σα g iſt das allgemeine Inte— 
gral der Gleichung (m). Da aber die letztere Gleichung 
nur von der erſten Ordnung iſt, ſo kann ihr Integral nur 
eine einzige willkürliche Conſtante enthalten, und eine der 
Conſtanten d und ß wird durch die Bedingung beſtimmt, 
daß die Gleichung 72 = ax? ß der Gleichung (m) Genüge 
leiſten muß. Subſtituirt man alſo in dieſe Gleichung die 
Werthe 


v-4+Varth, Me 


ſo erhält man die Bedingungsgleichung 
Au — Bu EB = O, 


* 


woraus 


Ja 46000 
e deuten! aatb " 


Die Gleichung der Krümmungslinien unter endlicher Form 
wird alſo 
b(a—b 
e She, 0 
worin a die willkürliche Conſtante iſt. 


8.586. Will man die Conſtante à fo beſtimmen, daß die 
Gleichung (n) einer Krümmungslinie angehört, welche durch 
einen gegebenen Punkt der vorgelegten Fläche geht, deſſen 

19 * 
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Abſtiſſen find = und , fo ſetze man in dieſer Gleichung 
* und y=y, und [öfe fie auf in Bezug auf a. Man 
erhält auf dieſe Weiſe 


() ＋ % 


wenn man zur Abkürzung ſetzt 
ce = b — ay? + ab (a—b). 

Demnach findet man immer für die Conſtante a zwei reelle 
Werthe, von denen der eine poſitiv und der andere negativ 
iſt; und dieſe Werthe geben, wenn man ſie in die Gleichung 
(n) ſubſtituirt, reſp. die Gleichungen der Projectionen der 
beiden Krümmungslinien, welche ſich in dem Punkte durch— 
ſchneiden, dem die Abſciſſen a’ und y angehören. 

Der poſitive Werth von a liefert, als Projectionen des 
erſten Syſtems der Krümmungslinien, Hyperbeln, deren reelle 
Achſe in die Richtung der Achſe der fällt, und deren Glei— 
chungen ſind 


ae — — 
1 
Die Größe der Halbachſe beträgt a „Der kleinſte 


Werth, den dieſe Halbachſe annehmen kann iſt 0, und dies 
entſpricht dem Falle, wo man 4 ſehr groß und ) ſehr klein 
vorausſetzt; die beiden Arme der Hyperbel fallen ſodann mit 
der Achſe der 2 zuſammen. Der größte erth, den dieſe 
Halbachſe annehmen kann, iſt T bla—b), welches dem Falle 
entſpricht, wo der poſitive Werth von a unendlich groß wird, 
indem man =’ ſehr klein und 7 ſehr groß vorausſetzt. Die 
Hyperbel fällt'ſodann in die Achſe der J. Wenn man alſo 
auf der Achſe der y zu beiden Seiten vom Anfangspunkte 
eine Strecke gleich YT) abträgt, fo erhält man zwei 
Punkte, über welche hinaus die Scheitel der Hyperbeln, die 
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das erſte Syſtem der Krümmungslinien geben, nicht liegen 
können. 

Der negative Werth von a liefert, als Projectionen 
des zweiten Syſtems der Krümmungslinien, Ellipſen, deren 
beide Achſen in die Richtungen der Achſen der 2 und fallen, 
und deren Gleichungen ſind 


ab(a - b) 
RR 


Die Größe der Halbachſe, welche in die Achſe der = fällt, 


beträgt V en und die Größe der Halbachſe, welche in die 
— 


Achſe der y fällt, beträgt ‚To daß das Verhältniß 


dieſer beiden Achſen gleich ve 5 Nimmt man * ſehr 
groß an, fo wird der negative Werth von à ſehr nahe 


gleich = und dies ift der kleinſte abſolute Werth, den man 


dieſer Größe beilegen kann. Je mehr z’ abnimmt, deſto 
mehr wächſt der abſolute Werth von a, vorausgeſetzt daß 
die Größe e pofitiv bleibt; und unter derſelben Vorausſetzung 
wird d unendlich groß, wenn 4 unendlich klein angenommen 
wird. Alsdann wird die Achſe der Ellipſe, welche in die 
Achſe der fällt, unendlich klein, und die Hälfte der Achſe, 
welche in die Achſe der y fällt, gleich T Na =). Es iſt 
übrigens nicht möglich, zu gleicher Zeit = fo klein und y 
ſo groß anzunehmen, daß die Größe o negativ und folglich 
der Werth von a ſo klein werden kann als man will; denn 
die Gleichung der Krümmungslinien liefert nur imaginäre 
Werthe, wenn a negativ iſt und zugleich einen abſoluten 


Werth kleiner als „ beſizt. Die Punkte in der Achſe der 9, 


welche den Abſtand V bla—b) vom Anfangspunkte haben, 
bilden hier eine gemeinſchaftliche Gränze, die die Scheitel 
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der beiden Syſteme von Krümmungslinien in dem einen wie 
in dem andern Sinne nicht überſchreiten können. 

Die Achſen der = und der y gehören ſelbſt zu der Zahl 
der Linien, welche die Projectionen der beiden Syſteme der 
Krümmungslinien des Paraboloids bilden. 

§. 587. Die allgemeine Gleichung der Projection der 
indicatoriſchen Linie 


D = ra 2suß + B? 


wird hier 


dieſe Projection gehört immer einer Ellipſe an, wie es auch 
die Natur der gegebenen Fläche mit ſich bringt, deren beide 
Krümmungen in ihrer ganzen Ausdehnung nach einerlei 
Seite gewendet find. 

Was die Relation betrifft 


n ee 
r 8 2 


welche A N §. 578 in den Nabelpunkten ſtattfinden muß, 


d. h. in denjenigen Punkten der Fläche, wo alle Krüm— 
mungshalbmeſſer einander gleich ſind, ſo wird dieſelbe 
e e 52 479 
R 


Dieſer Relation kann nur Genüge geſchehen „wenn man 
ſetzt x= und y=V b(a—b), d. h. in denjenigen Punkten der 
Fläche, welche die Scheitel der Ellipſen und der Hhperbeln 
von einander trennen, die reſp. den beiden Syſtemen der 
Krümmungslinien angehören. Die beiden in Rede ſtehenden 
Punkte ſind die einzigen Nabelpunkte, welche die gegebene 
Fläche beſitzt. Die indicatoriſche Linie muß daſelbſt ein Kreis 
ſein; und in der That iſt in dieſen beiden Punkten die be- 
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rührende Ebene parallel den beiden Syſtemen von Ebenen, 
welche das Paraboloid in Kreislinien ſchneiden. 

$. 588. Für die beiden Hauptwerthe des Krümmungs— 
halbmeſſers erhält man durch Subſtitution der Werthe der 
Differentialverhältniſſe p, q, r, s, t aus §. 585 in den Aus— 
druck (k) des S. 568 * 


* 42 72 -- b = 
nn 


§. 589. Wenn die Fläche in ein Rotations-Paraboloid 
übergeht, fo werden die beiden mit a und ö bezeichneten 
Größen einander gleich. Der Ausdruck für a im §. 586 
redutirt ſich alſo auf ; 
| 2 


2 1 
eee ee 


oder 


Der poſitive Werth von a ift hier 5 Die Gleichung 


der hyperbollſchen Proſettionen des erſten Syſtems der 
Krümmungslinien reducirt ſich demnach auf 


Ne. le-, 
und gehört dem Syſteme zweier geraden Linien an, die ſich 
im Anfangspunkte der Coordinaten ſchneiden. 

Der negative Werth von a wird — 1. Mithin ver⸗ 
wandelt ſich die Gleichung der elliptiſchen Projectionen des 
zweiten Syſtems der Krümmungslinien in 

g, oder rer, 
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welche Gleichung einem Kreiſe angehört, deſſen Mittelpunkt 
im Anfangspunkte der Coordinaten liegt und deſſen Halb— 
meſſer willkürlich angenommen werden kann. Dieſe Rejul= 
tate durfte man im Voraus erwarten, da die Krümmungs— 
linien in jeder Rotationsfläche augenſcheinlich mit den Mes 
ridianen und den Parallelkreiſen derſelben zuſammenfallen 
müſſen. 

Der Abſtand des Nabelpunkts vom Mittelpunkte, deſſen 
Projection oben durch V blka—b) ausgedrückt worden iſt, 
wird Null; die beiden Nabelpunkte fallen alſo in einen ein— 
zigen zuſammen, welcher mit dem Pole der Rotationsfläche 
identiſch iſt. 

Setzt man 4 Ab in dem Ausdrucke für R im §. 588, 
ſo wird derſelbe 


yet erete RT 
Bw V a. % a * um -) 
Die beiden Hauptwerthe des Krümmungshalbmeſſers im 
Rotations-Paraboloid werden alſo ausgedrückt durch 


(a? 212) a 
Tan und (a EY ＋ Y). 


Da die Gleichung der Parabel, deren Umdrehung um 
die Achſe der 3 die Fläche hervorgebracht hat, iſt 


ſo erkennt man, daß der erſte Ausdruck den Krümmungs— 
halbmeſſer eines Meridians gibt, der zweite dagegen den Halb- 
meſſer der Krümmung im Sinne eines Parallel-Kreiſes.“) 


) Man darf dieſen Halbmeſſer nicht verwechſeln mit dem Krümmungs⸗ 
halbmeſſer des Parallelkreiſes ſelbſt, welcher mit dem Halbmeſſer dieſes 


Kreiſes identiſch und alſo gleich 1 ſein würde. Der 
Krümmungshalbmeſſer einer Fläche, welcher in einem gegebenen 
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Dieſer letzte Ausdruck ſtellt den Werth der Normale einer 
Meridiancurve dar, wie es auch ſein muß, da alle im Sinne 
der Parallelkreiſe geführten Schnitte ihre Krümmungsmittel— 
punkte in der Achſe in der Rotationsfläche haben. 


XLIV. Die einfachſten Flächen, deren partielle Differential⸗ 
gleichung von der erſten Ordnung iſt. 


§. 590. Man gehe zu den Betrachtungen der SS. 472 ıc. 
zurück. Jede Fläche kann allgemein wie die einhüllende Fläche 
des Raums angeſehen werden, den eine andere Fläche durch— 
läuft, welche ſich entweder ohne Veränderung ihrer Geſtalt 
nach einem gegebenen Geſetze bewegt, oder welche gleichfalls 
nach gegebenen Geſetzen zugleich ihre Lage und ihre Geſtalt 
ändert. Die Gleichung der eingehüllten Fläche, in endlicher 
Form, werde ausgedrückt durch 


z F(z, y, 2, a, 8, , 8, ꝛc.) = O, 
Punkte dieſer Fläche die Krümmung im Sinne einer beſtimmten 
Krümmungslinie mißt, iſt im allgemeinen nicht einerlei mit dem 
Krümmungshalbmeſſer, den die Krümmungslinie ſelbſt in dem ge— 
gebenen Punkte beſitzt. Sollen beide Krümmungshalbmeſſer zu⸗ 
ſammenfallen, ſo muß die Normalebene der Fläche in dem 
gegebenen Punkte, welche in die Richtung der Tangente der 
Krümmungslinie fällt, eine Berührung der zweiten Ordnung mit 
dieſer Krümmungslinie eingehen oder, was dasſelbe ſagt, mit der 
Krümmungsebene derſelben identiſch fein, wofür man nach F. 516 
auch ſagen kann, die Krümmungslinie muß eine Linie des kürzeſten 
Abſtandes auf der gegebenen Fläche ſein. Dieſe Bedingung 
wird von den Meridiancurven der Rotationsflächen immer er- 


füllt, von den Parallelkreiſen derſelben dagegen im allgemeinen nicht. 
2 
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wo 4, % 5 die rechtwinkligen Coordinaten irgend eines Punkts 
der Fläche bedeuten, und a, 8, J, 8, ꝛc. mehrere willkürliche 
Conſtanten, deren Werthe nach den verſchiedenen Lagen oder 
den verſchiedenen Geſtalten, die die eingehüllte Fläche an— 
nehmen kann, ſich verändern. Wenn man nun die Fläche, 
welche eine beſtimmte Reihefolge von Lagen der eingehüllten 
Fläche einhüllt, betrachten will, um die Eigenſchaften der— 
ſelben zu unterſuchen, ſo kann man in der vorſtehenden 
Gleichung die Größen a, 8, 5, 8, ac. nicht mehr wie volle 
kommen willkürlich und unabhängig von einander anſehen; 
vielmehr muß man annehmen, daß dieſe Größen durch Re— 
lationen an einander gebunden ſind, welche die in Rede 
ſtehende Reihefolge von Lagen vor allen übrigen hervor— 
heben. Indem man alſo nur einen Parameter d unbeſtimmt 
läßt, wird man alle übrigen willkürlichen Größen 8, , 8, ꝛc. 
wie gegebene Functionen Pla), X(), p (a), ꝛc. dieſes Para— 
meters anſehen, und mithin ſtatt der obigen Gleichung als 
Darſtellung der eingehüllten Fläche ſchreiben 
Fl, , 2, d, ꝙ (d), x (a), (a), 2c. = 0. 

Setzt man in dieſer Gleichung für a alle möglichen Werthe 
von — 00 bis +00, fo erhält man eine beſtimmte Reihe— 
folge von eingehüllten Flächen, welche von der Form der 
Functionen q, X, , 26 abhängig iſt; und wenn dieſe Fune— 
tionen willkürlich bleiben, ſo ſind die alſo erhaltenen Reſul— 
tate allgemein und gehören allen möglichen Flächen an, welche 
durch die Bewegung einer jeden eingehüllten Fläche beſchrieben 
werden können, die in der Gleichung F, / 8, d, g, y, d, ꝛc.) 
—=0 enthalten iſt. 

§. 591. Differentürt man die Gleichung F 0 in 
Bezug auf die unabhängigen Veränderlichen z und y einzeln 
genommen, ſo erhält man zwei neue Gleichungen, die der 
eingehüllten und der einhüllenden Fläche angehören, und mit 


deren Hülfe man zwei von den we 3% 8, , 8, ꝛc. 
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eliminiren kann. Wenn mithin die Gleichung F=0 nur 
zwei von dieſen Conſtanten enthält, ſo bleibt eine partielle 
Differentialgleichung der erſten Ordnung, welche von den 
willkürlichen Conſtanten vollkommen frei iſt, und folglich 
nicht nur allen in der Gleichung F=0 enthaltenen einge— 
hüllten Flächen, ſondern auch allen durch dieſe eingehüllten 
Flächen hervorzubringenden einhüllenden Flächen angehört, 
indem ſie eine geometriſche Eigenſchaft ausſpricht, die dieſen 
Flächen ausſchließlich zukommt und ſie von Ben anderen 
Flächen unterſcheidet. 

Wenn die Gleichung F—0 der eingehüllten Fläche drei 
willkürliche Conftanten a, 8, Y enthält, ſo reichen die Diffe⸗ 
rentialgleichungen der erſten Ordnung im allgemeinen zur 
Elimination derſelben nicht mehr aus; man muß alsdann 
zu den Gleichungen der zweiten Ordnung übergehen, und 
erhält eine partielle Differentialgleichung der zweiten Ord— 
nung, die von den willkürlichen Conſtanten oder Functionen 
völlig frei iſt und die geometriſche Eigenſchaft ausdrückt, 
welche allen einhüllenden Curven angehört und dieſelben 
vor anderen auszeichnet. 

Wenn die Gleichung Y 0 vier willkürliche Conſtanten 
a, g, 5, 8 enthält, fo iſt man zur Elimination derſelben im 
alaeıldinen genöthigt, zu den Differentialgleichungen der 
dritten Ordnung überzugehen; u. ſ. f. in den Fällen, wo 
eine größere Anzahl von willkürlichen Conſtanten vorliegt. 

§. 592. Wenn die Gleichung der eingehüllten Fläche 

Fix, Y, &, q, (a), I (d), (a), 2c. = 0 
gegeben iſt, ſo läßt ſich daraus unmittelbar die allgemeine 


Gleichung der einhüllenden Fläche in endlicher Form herleiten. 
Der unendlich 9 — 3 e Fläche gehört 


nämlich die Gleie ng an 5 de = , welche man ver⸗ 


* 
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möge der gegebenen Gleichung abkürzen kann in Wungz 


da 
mithin ftellt das Syſtem der Gleichungen 
dF 


o, 0 


die Durchſchnittslinie dieſer beiden eingehüllten Flächen dar, 
welche den Namen der charakteriſtiſchen Linie führt. Dieſe 
beiden Gleichungen liefern mithin alle möglichen charakte— 
riſtiſchen Linien, welche der Reihefolge der Lagen der durch 
die Functionen p, X, y, ꝛc. beſtimmten eingehüllten Fläche 
angehören, ſobald man darin à alle Werthe von — 00 
bis 0 durchlaufen läßt. Da nun die einhüllende Fläche 
offenbar der Ort der charakteriſtiſchen Linien ſein muß, ſo 
iſt die Gleichung der einhüllenden Fläche das Reſultat der 
Elimination von @ aus den beiden Gleichungen 


welche Elimination übrigens nur erſt nach Feſtſtellung der 
Functionen q, %, w, ꝛc. ausgeführt werden kann. 

§. 593. Es gibt allgemein auf jeder einhüllenden Fläche, 
und folglich auch auf jeder beliebigen Fläche (da alle Flächen 
als einhüllende Flächen betrachtet werden können), verſchiedene 
bemerkenswerthe Linien, deren geometriſcher Charakter aus 
der bloßen Angabe der eingehüllten Fläche hervorgeht, und, 
gleichwie der geometriſche Charakter der einhüllenden Fläche 
ſelbſt, unabhängig von den willkürlichen Geſetzen beſtehen 
bleibt, welche die Art der Bewegung dieſer eingehüllten Fläche 
beſtimmen. Die Differentialgleichungen dieſer Linien können, 
wie man es in den SS. 478 ꝛc. für die charakteriftifche Linie 
geſehen hat, aus der partiellen Differentialgleichung der 
Fläche hergeleitet werden, zu deren Integration ſie dienen; 
auch kann man ihre Gleichungen in endlicher Form ver— 
mittelſt derjenigen der eingehüllten Fläche erhalten. 
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Zunächſt wird die charakteriſtiſche Linie durch das 
Syſtem der beiden Gleichungen dargeſtellt 
dF 


1 A 


welche nach der Beſtimmung der Functionen q, X, , ꝛc. 
alle charakteriſtiſchen Linien liefern, die irgend einer belie— 
bigen einhüllenden Fläche angehören, indem man den Werth 
von a angemeſſen wählt. 

§. 594. Man betrachte ſodann die beiden auf einander 
folgenden charakteriſtiſchen Linien, welche aus dem Durch— 
ſchneiden dreier auf einander folgenden eingehüllten Flächen, 
nämlich der erſten mit der zweiten, und der zweiten mit der 
dritten entſtehen. Die Gleichungen dieſer drei eingehüllten 


4 2 dF 8 dF d?F 
Flächen ſind F— Et da =, F 2 4% da 7 da: 
o, mithin wird die erfte charafteriftifche Linie gegeben durch 
die beiden Gleichungen T = O und b, und die zweite 


charakteriſtiſche Linie durch die beiden Gleichungen 4 0 


0 . 1 12775 
und aD. Dieſe beiden krummen Linien werden ſich alfo 


im allgemeinen zu gleicher Zeit ſchneiden und berühren, und 
zwar in einem Punkte, welcher durch die Werthe von 4, % z 
beſtimmt iſt, die gleichzeitig den drei Gleichungen Genüge 
leiſten 


Setzt man nach und nach für a alle möglichen Werthe von 
— O bis -+00, fo werden die aus dieſen drei Gleichungen 
hervorgehenden Werthe für &, y, s der Reihe von Punkten 
angehören, in denen jede charakteriſtiſche Linie von der be— 
nachbarten charakteriſtiſchen Linie geſchnitten und berührt wird. 
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Die Reihefolge diefer Punkte bildet immer auf der einhül— 
lenden Fläche eine bemerkenswerthe Linie, welche den Namen 
der Rückkehrkante führt. Die Rückkehrkanten zerlegen 
die Flächen in getrennte Flächentheile; ſie werden von allen 
charakteriſtiſchen Linien berührt und ſind, in Bezug auf 
dieſe, als einhüllende Linien anzuſehen. 

Da die Rückkehrkante den Ort der Durchſchnittspunkte 
derjenigen charakteriſtiſchen Linie, welche einem beſtimmten 
Werthe von a entfpricht, und der benachbarten charakteriſti— 
ſchen Linie darſtellt, ſo erhält man augenſcheinlich die Glei— 
chungen dieſer Curve für eine beſtimmte einhüllende Fläche, 
wenn man « aus den drei Gleichungen eliminirt 

d 
FO =, e, 

welche Elimination nur ausgeführt werden kann, nachdem 
man die Functionen , &, , ꝛc. feſtgeſtellt hat, welche die 
einhüllende Fläche beſtimmen. Die beiden Gleichungen 
zwiſchen , , 2, welche aus dieſer Elimination hervorge— 
hen, ſind die Gleichungen der Rückkehrkante. 

§. 595. Man betrachte ferner drei auf einander fol— 
gende charakteriftifche Linien, welche aus dem Durchſchneiden 
von vier auf einander folgenden eingehüllten Flächen her— 
vorgehen, deren Gleichungen ſind 

F=0, PNA du o, F+2 de +2 du:=0, 
2 
7A 4 da-. 3 445 du: + 445 deo. 

Wenn dieſe drei charakteriſtiſchen Linien ſich in einem ein— 
zigen Punkte ſchneiden, was nur in ganz beſonderen Fällen 
eintreten kann, fo werden die Werthe von , , 2, welche 
dieſem Punkte angehören, zu gleicher Zeit den vorſtehenden 
vier Gleichungen Genüge leiſten. Eliminirt man alſo 

, , 2, aus den vier Gleichungen 
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dF 4 d>F 
a3 0, Fr — 
fo wird die Gleichung für a, welche nach diefer Elimination 
übrig bleibt, den Werth dieſes Parameter geben, dem die 
charakteriſtiſche Linie entſpricht, auf welcher ſich der in Rede 
ſtehende Punkt befindet. Er wird alſo da liegen, wo dieſe 
charakteriſtiſche Linie die Rückkehrkante berührt. Punkte dies 
ſer Art ſind immer beſonders bemerkbar auf der Rückkehr— 
kante, und in Bezug auf dieſelbe entweder Beugungspunkte 
oder Rückkehrpunkte. 

§. 596. Es geſchieht zuweilen, daß die charakteriſtiſchen 
Linien einer einhüllenden Fläche ſich nicht ſchneiden, und mit— 
hin die Fläche keine Rückkehrkante beſitzt. Aber alsdann 
gibt es im allgemeinen einen Punkt in jeder charakteriſti— 
ſchen Linie, in welchem ſich dieſelbe der benachbarten eharak— 
teriſtiſchen Linie mehr nähert als in jedem andern Punkte. 
Die Reihefolge dieſer Punkte bildet auf der Fläche eine 
leicht unterſcheidbare Linie (ligne de strietion). 


F=0, 


Cylinderflächen. 

8. 597. Eine Cylinderfläche, unter dem allgemeinſten 
Geſichtspunkte betrachtet, kann wie die einhüllende Fläche 
des durch eine Ebene beſchriebenen Raums angeſehen wer— 
den, wenn dieſe Ebene ſich ſo bewegt, daß ſie beſtändig 
einer als Leitlinie gegebenen geraden Linie parallel bleibt. 
Es ſeien die Gleichungen der Leitlinie, 

sa, y=b, 
und die Gleichung einer Ebene ſei 
2 = Ar INC, 
ſo wird dieſe Ebene jener geraden Linie parallel ſein, wenn 
die Relation beſteht 
1 = Aa ＋ Bb, 
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mit deren Hülfe man eine der Conſtanten A und B elimis 
niren kann. Eliminirt man z. B. 4, ſo kommt 

1—Bb 
5 
als Gleichung einer jeden Ebene, die der gegebenen geraden 
Linie parallel iſt. Dieſe Gleichung iſt hier die der einge— 
hüllten Fläche, und B und C ſind die beiden willkürlichen 
Conſtanten, welche die Lage derſelben feſtſtellen. Eliminirt 
man alſo dieſe beiden Conſtanten aus der gefundenen Glei— 
chung und ihren beiden Differentialgleichungen der erſten 
Ordnung, nämlich 

4 — und 4 5 

ſo erhält man die partielle Differentialgleichung der erſten 
Ordnung | 

447 +b 6 1, 
welche eben ſowol der eingehüllten wie der einhüllenden Fläche 
angehört, d. h. ſowol der beweglichen Ebene, als auch einer 
jeden durch dieſe Ebene beſchriebenen Cylinderfläche. 

Es läßt ſich übrigens auch unmittelbar leicht erkennen, 
daß die zuletzt gefundene Gleichung einer jeden Cylinderfläche 
angehört, deren Seitenlinien parallel mit derjenigen geraden 
Linie find, welche die Gleichungen hat z=az und y=bz; 
wenn man nämlich beachtet, daß jede berührende Ebene 
dieſer Fläche mit der in Rede ſtehenden geraden Linie pa- 
rallel ſein muß. 

§. 598. Um die vorſtehende Gleichung zu integriren, 
hat man gemäß den Auseinanderſetzungen der §§. 478 x. 
die Differentialgleichungen der charakteriſtiſchen Linie zu 
bilden, welche hier werden 


ady — bdx = 0 
ade — dd = 0 
bi — dy = 0. 
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Dieſe Gleichungen gehören augenſcheinlich einer geraden 
Linie an, welche mit der Leitlinie parallel iſt, und man 
hätte ſie auch unmittelbar hinſchreiben können, wenn man 
die einfache Bemerkung machte, daß die charakteriſtiſche Linie 
durch den Durchſchnitt zweier mit jener Linie parallelen 
Ebenen zu Stande kommt. Integrirt man die beiden letz— 
teren Gleichungen, ſo kommt 


4 q 
1 = be ß, 


wo d und ß die beiden willkürlichen Conſtanten find. Das 
allgemeine Integral iſt alſo 

J — b = ꝙ ( a4), 0 
wo q eine willkürliche Function bezeichnet. Dieſe Gleichung 
gehört einer jeden Chlinderfläche an, deren erzeugende Linie 
parallel mit der gegebenen Leitlinie iſt. Sie beſitzt denſel— 
ben Grad von Allgemeinheit wie die partielle Differential— 


gleichung a + 5 1. Man kann ſie unmittelbar fin- 


den, wenn man bemerkt, daß die Gleichungen einer belie— 
bigen erzeugenden Linie dargeſtellt werden können durch 


* = dq - 


= be ß, 
wo de und ß zwei unbeſtimmte Conſtanten find. Wenn nun 
ein Punkt fi) auf der Cylinderfläche bewegt, ohne dieſe er= 
zeugende Linie zu verlaſſen, ſo werden ſeine Coordinaten 
fortwährend dieſen beiden Gleichungen Genüge leiſten. Wenn 
aber der Punkt bei ſeiner Bewegung zu den benachbarten 
erzeugenden Linien übergeht, ſo können ſeine Coordinaten 
nicht mehr dieſen beiden Gleichungen Genüge leiſten, wenn 
man nicht zugleich auch a und s ſich ändern läßt. Folglich 
bleiben dieſe Größen conſtant, oder ſie ändern ſich gleichzei— 
Navier, Diff.» und Integralr. II. Band. 20 
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tig; fie find alſo Functionen von einander, und man W 
ſchreiben 8 = p(e), oder 
J — br = ( — a). 
$. 599. Die Gleichung 
dz dz 
ae ZN oder p+by=1 


gibt, wenn man fie in Bezug auf und auf y differentürt, 


dir 
4 4% Eb lch 0, oder r+bs= 0 
at = 0, oder a + bt=0. 


Man hat alfo rtr—s?=0, welches die allgemeine Gleichung 
der abwickelbaren Flächen iſt. Die Cylinderflächen beſitzen 
alſo in Betreff ihrer Krümmung die im 8.577 angezeigten 
Eigenſchaften. 
8. 600. Die Function q in 12 allgemeinen Gleichung 
der Cylinderflächen 
v-k=y(@—a) 

kann durch verſchiedene Bedingungen beſtimmt werden. Wenn 
die Fläche durch eine gegebene krumme Linie gehen ſoll, deren 
Gleichungen find x (, , 3) O und w (, , 3) 0, fo 
iſt klar, daß dieſe Gleichungen und die beiden Gleichungen 
der erzeugenden Linie x Sad und y=bz+ (a) müſſen 
durch die nämlichen Werthe von 4, , s befriedigt werden 
können, wie auch die Conſtanten @ und c (a) beſchaffen 
fein mögen. Eliminirt man alſo =, „ 5 aus den vier 
Gleichungen I 3 

I , , ) = 

0 (r, u, 8) 0 

— ds d 

5 J b la), 

fo erhält man eine Gleichung zwiſchen a und a), welche 
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die Function ꝙ beſtimmt. Es ſei Fla, ꝙ (a)! = 0 dieſe 
Gleichung, fo wird die geſuchte Gleichung der Cylinderfläche 
7e az, y— b) = 0. | 

§. 601. Wenn die Cylinderfläche mit einer gegebenen 
krummen Fläche, deren Gleichung iſt X, / 2) S 0, eine 
Berührung eingehen ſoll, ſo bemerke man, daß die beiden 
Flächen in allen Punkten der Berührungslinie einerlei be— 
rührende Ebene beſitzen. Folglich müſſen die Werthe von 
45 und , welche ſich aus der Gleichung 1, y, ) = 0 
ergeben, für alle in Rede ſtehenden Punkte der Differential 
gleichung der Cylinderfläche Genüge leiſten. Man findet 
alſo eine Gleichung Y (., , 3) = 0 der Berührungslinie, 
indem man die Werthe von = und 5 aus der gegebenen 
Gleichung 1 (, , 2) 0 9 215 dieselben in die par⸗ 


tielle Differentialgleichung 4 45 He ſubſtituirt. Da- 


mit hat man zwei e I (%%, A und w (, /) 
—0, die einer Curve angehören, durch welche die geſuchte 
Cylinderfläche gehen ſoll; man wird alſo jetzt verfahren, 
wie im vorigen Paragraphen. 
Kegelflächen. 
§. 602. Eine Kegelfläche iſt die einhüllende lache de des 
durch eine Ebene beſchriebenen Raums, wenn dieſe Ebene 
beſtändig durch einen gegebenen Punkt geht. Dieſer Punkt 
iſt die Spitze oder der Mittelpunkt der Fläche. Es ſeien 
a, ö, e feine Coordinaten; die Gleichung der beweglichen 
Ebene oder der eingehüllten Fläche wird ſodann 
3— c=A(e—a)+B(y—b), 
wo A und B zwei willkürliche Conſtanten find. Man ers 
hält aus dieſer Gleichung b 
dz Fe 


20° 
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und folglich gibt die Elimination dieſer beiden Conſtanten 

als partielle Differentialgleichung der Kegelflächen, wenn diefe 

unter dem Aten Wee betrachtet werden, 
G M e. 

Man hätte dieſe Gleichung — unmittelbar durch die 
einfache Bemerkung finden können, daß jede berührende 
Ebene der Kegelfläche durch den Mittelpunkt gehen muß, 
deſſen Coordinaten find a, ö, o. 

§. 603. Die Gleichungen der charakteriſtiſchen Linie 
werden hier 

( — a) dy— (y—b)de—=0 

(2 a) da — ( ) dr == 

% % e = 
ſie gehören augenſcheinlich den Projectionen einer geraden 
Linie an, welche durch den Punkt geht, deſſen Coordinaten 
a, ö, e find. Man erhält aus den beiden letzteren 


2 — 0 
wo d und ß zwei willkürliche Conſtanten bedeuten; und 
folglich wird das allgemeine Integral der Gleichung des 
vorigen $., oder die Gleichung einer jeden Kegelfläche 

— — (=) 
2—c)' 
worin q eine . Function bezeichnet. 


Man kann dieſe Gleichung auch unmittelbar herleiten. 
Man bemerke nämlich, daß wenn ein Punkt ſich auf einer 


Kegelfläche bewegt, die beiden Verhältniſſe = und — 


conſtant bleiben, ſo lange dieſer Punkt eine gewiſſe Seiten— 
linie nicht verläßt, daß ſie dagegen beide ſich verändern, 
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wenn der in Rede ſtehende Punkt von einer Seitenlinie zu 
einer andern übergeht. Dieſe Verhältniſſe bleiben alſo con— 
ſtant oder verändern ſich gleichzeitig, und find mithin Fune— 
tionen von einander für alle Werthe von , y, 2, welche 
der Gleichung einer Kegelfläche Genüge leiſten. 

$. 604. Die Gleichung 


etw) e, oder (æαποναεετ = , 
gibt durch Differentiation in Bezug auf = und y 


td, oder (2a) == 
(4 a) 50 1 9% —0, (S -a s + (y—b)t=0, 


woraus folgt rt— s?=0, welche Relation allen abwickel- 
baren Flächen angehört. Man kann hier dieſelbe Bemer— 
kung machen wie im §. 599. 

§. 605. Wenn in der allgemeinen Gleichung 


mike) 


die Function d durch die Bedingung beſtimmt werden ſoll, 
daß die Kegelfläche durch eine gegebene Curve gehe, deren 
Gleichungen find J, , 3) = und , 5, 3) = , ſo 
müſſen die Gleichungen der erzeugenden Linie zugleich mit 
dieſen beiden Gleichungen beſtehen. Wenn man alſo die 
vier Gleichungen aufſtellt c 


* (, 2, ) = 
. 0 (2, , 2) 
4 —4 
—— 2 0 
2 — 0 
a 
—j gd), 


und daraus die Größen , , z eliminirt, fo bleibt ein 
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Gleichung, die man mit Fla, ꝙ ()] = 0 bezeichnen kann. 
Die Gleichung der geſuchten Kegelfläche wird mithin 
z—a y—b 
f 2—c’ En ai 

S. 606. Wenn die Function ꝙ durch die Bedingung 
beſtimmt werden ſoll, daß die Kegelfläche eine gegebene Fläche 
berühre, deren Gleichung iſt 40, ) 0, fo erkennt man 
wie im §. 601, daß man eine zweite Gleichung w,, 2) 
— 0 der Berührungslinie erhält, wenn man die Werthe von 


de d + 
air und 5 aus der gegebenen Gleichung x (v, y, 3) = 0 


nimmt und dieſelben in die Differentialgleichung (2a 5 


IO e fubftitwirt. Die Aufgabe wird damit 
auf den Fall des vorigen Paragraphen zurückgeführt. 


Rotationsflächen. 

S. 607. Eine Rotationsfläche iſt die einhüllende Fläche 
des durch eine Kugel beſchriebenen Raums, wenn der Mit— 
telpunkt derſelben ſich auf einer geraden Linie bewegt, welche 
die Achſe der Fläche iſt, und ihr Halbmeſſer ſich nach irgend 
einem Geſetze verändert. Die gegebenen Gleichungen der 
Achſe der Fläche ſeien g 


4 A= ＋ 4 
„ A E b. 


Die Gleichung einer Kugel vom Halbmeſſer », deren Mittel— 
punkt auf dieſer Achſe liegt, wird ſodann 
( — A= d („ — B — b) ＋ G Y r 

wo , y, 2 die Coordinaten eines beliebigen Punkts der 
Kugel bedeuten. Dieſe Gleichung gehört alſo hier der ein— 
gehüllten Fläche an, und 2 und r find die beiden willkür— 
lichen Conſtanten, welche ſo beſtimmt werden können, daß 
man irgend eine beliebige eingehüllte Fläche erhält. Diffe- 


http://rcin.org.pl 


Unterſuchung krummer Flächen. 311 


rentiirt man die genannte Gleichung in Bezug auf * und 
auf , jo kommt 8 


2 4 4 ( 0 4 0 
„ 5 0 4 O, 


und daraus hat man durch Elimination von “ 


(= ) z — (2—a— As) Fi (2—a) — A Ag 


als partielle Differentialgleichung aller Rotationsflächen. 

Man kann dieſe Gleichung auch durch die Bemerkung 
erhalten, daß in jedem Punkte einer Rotationsfläche die 
berührende Ebene rechtwinklig ſteht auf der Meridianebene, 
d. h. auf der Ebene, welche durch die Achſe der Fläche und 
den in Rede ſtehenden Punkt gelegt worden iſt. Die Glei— 
chung einer Meridianebene, welche durch den Punkt der 
Fläche geht, deſſen Coordinaten find ©, y, 2, kann darge— 
ſtellt werden durch 

) ”"—-zs=N@ —- N - ), 
wo die Conſtanten M und N fo zu beſtimmen find, daß die 
Ebene gleichfalls durch die Achſe der Fläche geht. Dieſe 
Bedingung liefert die zweite Gleichung 

* — 2 M (A= +a— a) +N(BE+b—y), 
welche für jeden Werth von 8 Gültigkeit behalten muß. 
Sie zerfällt alſo in die beiden Gleichungen 

1=MA+NB und — 2 = M (a- x) +N(b—y), 

aus denen folgt 


. y—b—Bz 
4 B( u- — Alb -y) 
2 4-4 A 


Bla-) — A = 
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Aber die Gleichung der berührenden Ebene ift 
. dz „ dz ,» 
A H. 


und dieſelbe wird rechtwinklig auf der Meridianebene ſtehen, 
wenn man die Beziehung hat 


d d 7 


ſetzt man aber hierin für M und N die gefundenen Werthe, 
ſo hat man wieder die obige Gleichung. N 

Man kann dieſelbe Gleichung auch aus der allgemeinen 
Eigenſchaft der Rotationsflächen herleiten, welche darin be— 
ſteht, daß die Normale eines beliebigen Punkts der Fläche 
immer die Achſe trifft. Die Gleichungen der Normale ſind 
allgemein | 


* — 86 — 20 2 0 
* 1 56 9.0; 


es müſſen alſo die nämlichen Werthe von % / 2’, zugleich 
dieſen Gleichungen und denen der Achſe Genüge leiſten. 
Wenn man nun a, /, = aus dieſen vier Gleichungen 
eliminirt, jo erhält man wieder die in Rede ſtehende par= 
tielle Differentialgleichung. 

§. 608. Die Integration der Gleichung 


0e eee eee = 


iſt vermöge der SS. 478 ꝛc. abhängig von den Gleichungen 
% = — Ba) dy+ = a— Az) d = 
= = REA) — [B (x = - A = Y d = 
— (0 a — Az) ds — [B(e — )—Ay—b)] y=0, 
welche der charakteriſtiſchen Linie angehören. Dieſe Glei— 
chungen können nicht unmittelbar integrirt werden. Wenn 
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man aber die beiden letzteren addirt, nachdem man die erſte 
mit A und die zweite mit B multiplicirt hat, und wenn 
man fie nochmals addirt, nachdem man die erſte mit 24 
und die zweite y—d multiplicirt hat, fo erhält man 


Ade + Bdy d —= 0 
( — a) de + (y—b) dy—+ dz —= O, 
und daraus durch Integration 
A ＋ By E= = u 
r 

wo dq und ß zwei willkürliche Conſtanten find. Die eine 
von dieſen Gleichungen gehört einer beliebigen Ebene an, 
welche auf der gegebenen Achſe der Rotationsfläche recht— 
winklig ſteht; die andere einer Kugel von beliebigem 
Halbmeſſer, deren Mittelpunkt die Coordinaten a, 5, 0 
hat d. h. mit demjenigen Punkte zuſammenfällt, wo dieſe 
Achſe die Ebene 2 trifft. Man erkennt alſo, daß die 
charakteriſtiſche Linie immer ein Kreis iſt, deſſen Mittelpunkt 
in der Achſe liegt und deſſen Ebene rechtwinklig auf dieſer 
Achſe ſteht. Ueberdies erhält man als allgemeine Gleichung 
der Rotationsflächen 

( — a)? ＋ (- 50 ＋ = (A y 2). 
wo q wie bisher eine willkürliche Function bezeichnet. 

Man findet dieſe Gleichung unmittelbar durch die Be— 
merkung, daß wenn ein Punkt auf der Fläche ſich bewegt, 
ohne eine beſtimmte charakteriſtiſche Linie zu verlaſſen, d. h. 
ohne aus einem beſtimmten Schnitte, der rechtwinklig zur 
Achſe liegt, oder einem beſtimmten Parallelkreiſe herauszu- 
gehen, die beiden Größen Ac+By+z und (- a)2+ 
(y—b)?+2? conftante Werthe behalten, während dieſe 
Größen ſich beide ändern, wenn der Punkt von einer charak— 
teriſtiſchen Linie zu einer anderen übergeht; woraus folgt, 
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daß die eine von dieſen Größen nothwendig eine Function 
der anderen iſt. 

§. 609. Die willkürliche Function g in der vorſtehen— 
den Gleichung kann durch die Bedingung beſtimmt werden, 
daß die Fläche durch eine gegebene Curve gehen ſoll, deren 
Gleichungen find (, , ) 0 und (, , ) 0, d. h. 
daß die Fläche ſoll beſchrieben gedacht werden durch Umdrehung 
dieſer Curve um die Achſe. Da hier alle charakteriſtiſchen 
Linien die gegebene Curve treffen müſſen, ſo muß es Werthe 
von 4, , s geben, welche gleichzeitig den vier Gleichungen 
Genüge leiſten 


1, , ) = 0 
0 (, J, ) = 0 
Ae+By+z=u 


( a) ＋ , = (a). 
Eliminirt man aber , “ s aus dieſen Gleichungen, fo 
bleibt eine Relation zwiſchen d und q (d), die man mit 
fie, C)] 0 bezeichnen kann und durch welche die Fune— 
tion ꝙ beſtimmt iſt. Die Gleichung der geſuchten Fläche 
wird ſodann 

las By K Genf ee 

S. 610. Die willkürliche Function in der Gleichung 
des §. 608 kann auch durch die Bedingung beſtimmt wer— 
den, daß die Rotationsfläche eine gegebene Fläche einhüllen 
ſoll, deren Gleichung iſt x (@, J, ) 0, d. h. daß fie durch 
Umdrehung dieſer Fläche um die Achſe ſoll beſchrieben ges 
dacht werden. Es iſt klar, daß die geſuchte Rotationsfläche 
die gegebene Fläche berühren muß, und daß man eine zweite 
Gleichung der Berührungslinie erhalten wird, wenn man 


die Werthe von 17 und = aus der Gleichung X, , 2) = 0 
nimmt und dieſelben in die Differentialgleichung 
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0 ee @-a- 4), = Bea) Ay-D) 


ſubſtituirt. Es ſei p, , ) =0 das Reſultat diefer Sub— 
ſtitution; der weitere Verlauf der Rechnung wird ſodann 
wie in dem vorigen Paragraphen. 


Windſchiefe Fläche, beſchrieben durch eine horizontale gerade Linie, welche 
immer durch dieſelbe Vertikale geht. 
§. 611. Man denke ſich die Ebene zy horizontal und 
die Achſe der 2 vertikal, und betrachte die Fläche, welche 
durch eine gerade Linie beſchrieben wird, die beſtändig der Ebene 
% parallel bleibt und durch die Achſe der 2 geht. Dieſe 
Fläche wird im allgemeinen zu der Gattung der windſchiefen 
Flächen gehören, indem ſie das allgemeine Kennzeichen der— 
ſelben trägt, daß je zwei auf einander folgende Lagen der 
erzeugenden geraden Linie nicht in derſelben Ebene enthalten 
ſind, oder, was dasſelbe ſagt, einander nicht ſchneiden. 
Man betrachte zuerſt die einhüllende Fläche des durch 
einen Cylinder vom Halbmeſſer „ beſchriebenen Raums, in— 
dem die Achſe dieſes Cylinders beſtändig der Ebene zy paral— 
-Tel bleibt, und durch die Achſe der 2 geht. Die Gleichung 
dieſes Cylinders oder der eingehüllten Fläche iſt 
— 2 
eee 
wo a und die beiden willkürlichen Conſtanten find, von 
denen die erſte die Tangente des Winkels bezeichnet, den die 
Achſe des Cylinders mit der Ebene as einſchließt, und die 
zweite den Abſtand dieſer Achſe von der Ebene 4 Bildet 
man die beiden Differentialgleichungen, ſo kommt 
—Ar)a zZ 
Sr erg 45 9 


„ = 


d 
Pre 69 =, 
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und daraus erhält man unmittelbar 


dr de 
(2— c) dr * a 4% = 0 
oder 
4 
dz dz d 
ee woraus A 
dy 


welcher Werth in die Gleichung der eingehüllten Fläche ſub— 
ſtituirt werden muß. Aber wenn man den Halbmeſſer r 
unendlich klein annimmt, in welchem Falle die einhüllende 
Fläche des durch den Cylinder beſchriebenen Raumes mit 
der geſuchten windſchiefen Fläche zuſammenfällt, ſo darf man 
in dieſer Gleichung die Glieder (8 — ec)? und r2 vernach— 
läſſigen; dieſelbe verwandelt ſich alſo, wenn man darin für 
a den vorſtehenden Werth ſetzt, in 
© 2 ＋ * = O, 

welches die partielle Differentialgleichung der in Rede ſte⸗ 
henden windſchiefen Fläche iſt. 

Man kann zu demſelben Reſultate auch direct gelangen, 
wenn man von einer allgemeinen Eigenſchaft der windſchiefen 
Flächen ausgeht, welche darin beſteht, daß die berührende 
Ebene in jedem Punkte einer ſolchen Fläche die erzeugende 
gerade Linie in ſich enthält, welche durch dieſen Punkt geht. 
Die allgemeine Gleichung der berührenden Ebene iſt 


„ r d ’ dz * 
3 — ( - N 
man erhält alfo i 
„ dz ’ dz 38 
( =) Ar +W- yo 0 
als Gleichung des Durchſchnitts dieſer Ebene mit einer durch 
den Berührungspunkt gelegten Horizontalebene. Da aber 
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dieſer Durchſchnitt nichts anderes iſt als die erzeugende Linie 
ſelbſt, welche die Achſe der treffen fol, fo muß ihrer Glei— 
chung auch durch die Werthe «—=0 und 3 0 Genüge 
geſchehen, und dies gibt wie oben 


$. 612. Das allgemeine Integral dieſer Gleichung er— 
hält man durch Hülfe der beiden Gleichungen 


ady — yde = , woraus 5 SU 


h e, 8, 
wo da und ß zwei willkürliche Conſtanten ſind; und dies gibt 
für das geſuchte Integral 


09. 


wo ꝙ das Zeichen für eine willkürliche Function if. Zu 
derſelben Gleichung führt auch die unmittelbare Betrachtung 
der charakteriſtiſchen Linie, welche immer eine horizontale 


gerade Linie iſt, deren Gleichungen ſind — d und 2=B. 


§. 613. Wenn die willkürliche Function fo beftimmt 
werden ſoll, daß die windſchiefe Fläche durch eine gegebene 
Curve gehe, deren Gleichungen find 1, , 3) = 0 und 
1 (, , 3) = 0, fo läßt ſich wie oben erkennen, daß man 
, , 3 aus den vier Gleichungen eliminiren muß 


I (2, , 2) = 0 
0 (, , 2) — 0 
I te 
z=ß, 


und daß, wenn man mit f(a,B)=0 das Reſultat der Eli- 
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mination 1 die Gleichung der geſuchten Fläche ſein 


wird 
J — 
je — = 
§. 614. Wenn endlich die willkürliche Function fo be- 


ſtimmt werden ſoll, daß die in Rede ſtehende windſchiefe 
Fläche eine gegebene Fläche berühre, deren Gleichung ift 


I , , 2) , fo wird man die Werthe von 25 45 und aus 
dieſer Alen Namen und dieſelben in die Differential- 
gleichung 2 4 1 % 5 —0 ſubſtituiren. Man erhält da— 


durch eine zweite primitive Gleichung wür, , 8) = 0, welche 
der Berührungslinie angehört, und die Aufgabe iſt damit 
auf die des vorigen Paragraphen zurückgeführt. 
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III. Die Euler'ſchen Integrale. 


1. Legendre hat mit der Benennung Euler'ſche Inte— 
grale der erſten und der zweiten Art, die beiden folgenden 
Integrale bezeichnet 


9 0 e 
5 =! (1-0 de, 15 e =! d, 
Jo 0 


welche häufig in den Anwendungen vorkommen und mit denen 
Euler ſich viel beſchäftigt hat; p, 4, n bedeuten beliebige 
poſitive Exponenten. Man bezeichnet gewöhnlich das zweite 
von dieſen Integralen mit T(n), fo daß man hat 


00 
Nn) 7, 6 d, 
0 


E, oder = , fo hat man auch 


Setzt man er 


1 >00 
— 2 5 Pe „ * „2 —1 2 
107) 1 ( =) 2 3 ; GEAR" 'y 


Durch Anwendung der Integration durch Theile findet 


man 
. r 
fe 833 7 1 fe "a" de, 


folglich wird innerhalb der Gränzen x = 0 und z—= 00 
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0⁰ 1 
e = dæ * n dæ 
0 1. 0 


d. h. 
r e, oder TONI) Car. 


Vermittelſt dieſer Formel kann man die Werthe der Function 
T(n) für beliebige Werthe von n berechnen, ſobald dieſe 
Werthe für » I bekannt find, So erhält man nach und 
nach f 

12) (1) 

T(3) = 2T(2) = 2.1. (1) 

T(4) = 3T(3) = 3.2.1.T(1) 


Tin)=(n-1).(n-2)....32.1.10); 


aber es iſt 
00 
10 e de Al, 
0 


I(n)=1.2.3....(n—1), 
wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 
Ebenſo findet man 
T)) ATG) 
40 = 2 T0 =. 1. TO 


folglich 


. 


n--1 Ani 253 \ 
5 2 . 2.1.00); 


aber man hat 


* O ie 
10 22 f 2 d%ν = U 
0 


(m. ſ. §. 358); folglich allgemein 
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21 1 2n— 1 ?n—3 5 == 
a er 


2. Das Euler'ſche Integral der erſten Art läßt ſich 
immer mit Hülfe der folgenden Formel durch die Function 
T ausdrücken 


Ir a 


Diefe von Euler gefundene Formel, kann man nach Poiſſon 
durch die Betrachtung doppelter Integrale auf folgende Art 
beweiſen. Man multiplieire mit einander die beiden Glei— 


chungen a 
. 00 
10 = ef, 6 e dy 
3 0 


oo 
100 = 2 . e = de 
0 


und beachte, daß das Product auf der rechten Seite gleich 
iſt dem Vierfachen des doppelten Integrals von 


e Au) 7 7 ᷣ—1 gr dydz, 
wo die Gränzen der Integration für beide Veränderliche 0 
und O0 find. Man hat alſo 


00 00 > 
Ip) 0 f, J, ee =, dydr. 
0 0 


Wenn man nun z und y wie rechtwinklige Coordinaten an— 
ſieht und denſelben eine dritte Coordinate 3, rechtwinklig auf 
den beiden erſteren, hinzufügt, ſo bedeutet das vorſtehende 
doppelte Integral ein innerhalb des Winkels der poſitiven 
Coordinaten enthaltenes Volumen, welches begränzt wird 
durch die Ebenen , A, yz, und die Fläche, deren Glei— 
chung iſt 
Navier, Diff.- und Integralr. II. Band. 21 


wj- 
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Der Ausdruck für dieſes Volumen ändert ſeine Geſtalt, 
wenn man ſtatt der rechtwinkligen Coordinaten * und y die 
Polarcoordinaten r und o einführt, indem man ſetzt 
4 r cos o, ) Dr sin o. 
Das Element des Volumen wird ſodann z.rdr dw, und 
man muß integriren zwiſchen den Gränzen 


* 
0 = 0 und =. r=0 und r = c. 
* 


Man hat alſo jetzt 
0 .5 
Ip) T9 == 4 1 2 rdr do, 
0 1 


oder wenn man für s und ſodann auch für y und „ ihre 
Werthe ſetzt 


e, if. er sino coso?""drdo, 
k 0 0 


Das doppelte Integral auf der rechten Seite dieſer 
Gleichung iſt ein Product zweier einfachen Integrale, von 
denen das eine, nämlich 


00 
75 e =I / 
0 


den Werth 4T(p+g) hat, und das andere, nämlich 


2 E 
93 sin oe cos „7! dw 
0 — 


ſich verwandelt h wenn man sin o = V ſetzt, in 
1 
a [ ar! (I- dr. 
ı/ 0 
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Es folgt daraus, daß 7 


1 
7 0 TI) = 1000, * (1) —1 de, 


mithin hat man 


1 
Pt 21 Leg 
5 (lich de Tor 
welches die obige Euler'ſche Formel iſt. Man erkennt aus 
dieſer Formel, daß das Euler'ſche Integral der erſten Art 
eine ſymmetriſche Function der beiden Yaramekr p und 4 
iſt, von denen es abhängt. 
3. Durch Verallgemeinerung der Euler’ Hal ud 
hat Dirichlet neue Reſultate enen, Er betrachtet das 
Jutegral ö 


.. . . gr de dy. . da, 
in welchem die Veränderlichen &, 9 . . . . 2 alle pofitiven 
Werthe annehmen ſollen, die der Ungleichung Genüge leiſten 


enn e 
wo a, ö,. . . c, d, 8, . . , 5, 9, . . r poſitive Conſtanten find, 


Für dieſes Integral findet Dirichlet folgenden bemerkens— 
werthen Ausdruck 


c 

Serre 
Are 7 A) 

ae) 
welchen man nach feiner Angabe 90 mehreren Wegen er⸗ 
halten kann, und welcher eine große Menge von Reſultaten 
in Bezug auf die Beſtimmung der Volumina, der Schwer⸗ 
punkte, der Trägheitsmomente ꝛc. in ſich ſchließt. Man kann 

dieſe Formel beweiſen wie folgt. 


a 
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4. Man ſetze zuerſt A e br ( 1 an die 


Stelle reſp. ©, ) he und folglich für de, 40 s 
Auen 


—1 

an die Stelle reſp. 7 , I 97 1 7. dz. 
Sodann hat man 

72 . P 

550.7 
worin 
e err Wen 
US Fh N Heeg nn, 

ſo daß U ein Integral von derſelben Form bedeutet wie V, 


in welchem aber , , . . . 8 alle poſitiven Werthe anneh— 
men müſſen, die der Ungleichung genügen 


2 ＋ 7 . . 2 Cl. 
Setzt man nun zur Vereinfachung 


Fach ne un, * 
Ta 


Fe 
ſo kommt 
„„ 
und es bleibt zu url daß man hat 
LI 22 
FIIAHFF.... m) 


5. Die Formel (2) ift richtig, wenn man nur eine 
Veränderliche v hat; denn alsdann wird 


. k—1 1 
18 d Th 


Ebenſo bleibt die Formel (2) richtig für zwei Verän- 
derliche z und y. Denn in dieſem Falle kann man ſchreiben 


U 
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1  Pi1—r 1 121 
mie ar! 4 va ar (I-, 
0 0 Jo 


und da man nach der Euler'ſchen Formel hat 
1 

ee ee 

8 * (1-4) de = TatıH 


T TUN) TOTO 
FCI AAN PANINI 

6. Man nehme jetzt an, U ſei ein dreifaches Integral, 
ſo daß man ſchreiben kann 


1 Yı 2} 
ij -/ or! 4 ** uf . 
0 0 JO 


wo yı und 21 reſp. die Differenzen 1 — 4 und 1—x—y 
bezeichnen, ſo daß man hat 

1 - n , i -y=2%. 
Führt man die neuen Veränderlichen u und v ein, und 


ſo wird 
* 


ſetzt 


ya, * UI, 5 
fo werden die gemeinſchaftlichen Gränzen von u und v gleich⸗ 
falls O und 1 werden, und man hat 


1 
— 5 N 4 Br 910 af, * 1“ do, 
0 0 , 


oder weil 
5 = I- , 21 = Wenn 4) (1—u), 
ſo wird auch 


1 1 1 
-/, a (1%) Kanes 0 we digg, 
0 0 J» - 
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Die Integrationen in Bezug auf die verſchiedenen Verän— 
derlichen können jetzt unabhängig von einander ausgeführt 
werden; und da man hat 


85 er TTA) 
5 eee fee 


2 nz, _ TOrG-tm) 
755 a u)" du = Ram) 


1 
m—1 a Im) 
Pr ’ de IIA 


ſo wird endlich 
en 

W m)‘ 2 
übereinftimmend mit der > (2). 

Wenn in dem Integrale U vier unabhängige Verän— 
derliche , 7, 3, € vorkommen, jo kann der Werth diefes 
Integrals noch auf demſelben Wege erhalten werden. Man 
denkt ſich nämlich die Integrationen nach einander in Bezug 
auf t, 2, , © ausgeführt, und ſetzt 

n,. in, i > 
fo daß die Gränzen für die Veränderlichen t, 3, 5, © reſp. 
find 0 und 4, 0 und 35 0 und ½1, O und 1. Führt man 
nun ſtatt t, 8, y neue Veränderliche ein, welche an die vo— 
rigen durch die Bedingungen gebunden find 

yzuy, 3=0,, == uli, 
ſo werden die gemeinſchaftlichen Gränzen für dieſe neuen 
Veränderlichen O und 1 fein. Ferner hat man 
„I, A -%, „ C= (1-0); 
folglich können die Veränderlichen 1, u, o, w getrennt wer- 
den, oder mit anderen Worten, das vierfache Integral U 


en 
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zerfällt in ein Product von vier einfachen Integralen, die 
ſich ſämmtlich mit Hülfe der Euler'ſchen Formel durch die 
Function T ausdrücken laſſen. Dieſes Verfahren gilt alle 
gemein und führt bei jeder beliebigen Anzahl der Verän— 
derlichen z, 5, ꝛc. zu der Formel (2), die mithin bewieſen iſt. 


IV. Angenäherte Berechnung des Products 1. 2.3. 4. . . . 4, 
wenn 2 ſehr groß ift. 


1. Die Methode, welche hier befolgt werden ſoll, um die 
zu dieſer Berechnung dienende Stirling'ſche Formel abzu— 
leiten, hat viel Aehnlichkeit mit dem Verfahren, welches La— 
croir angewandt hat (m. ſ. deſſen Traité élémentaire du 
calcul differentiel et du calcul integral S. 435). Dieſes 
Verfahren geht darauf hinaus, den Logarithmus des Pro— 
ducts 1.2. 3. 4. . . . zu ſuchen und beruhet auf der be= - 
kannten Formel von Wallis, §. 352, 

2 2 4 4 2 2 

R we 
vermöge deren die Größe 

212 + 214 +... + 2422—2) + (2x) 

— 2ll — 213 — .. . — 22 3) — 2021) 

ſich auf In — 12 reducirt, wenn 2 = 00 genommen wird. 
Hier ſoll aber dieſes Verfahren vervollſtändigt werden, in— 
dem ſich zugleich eine obere Gränze des Fehlers ergeben 
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wird, den man bei der angenäherten Berechnung von 
1. 2. 3. 4. . . . 4) begeht. 
2. Für jeden pofitiven Werth von 2 hat man 


1 oo 
Er 5 ede, 0 
90 


folglich wenn man mit ds multiplicirt und darauf integrirt 


00 — d 
uf nem (2) 
Jo 


Setzt man hierin nach und nach 8 = 1, 2 2, 38 = 3, 
2 = e, und addirt die Reſultate, fo kommt 


00 — N 
add 1—e * 
1.2.3.4 = ET — N 
(1.2.3.4....2) f 0 


Mithin iſt die vorgelegte Aufgabe darauf zurückgeführt, den 
Werth des beſtimmten Integrals zu finden, welches die rechte 
Seite der Gleichung (3) enthält. Man bezeichne dieſes In— 
tegral mit u und betrachte * wie eine continuirliche Ver— 
änderliche. Die Differentiation gibt ſodann 


au _ de a we” (4) 
de 0 * 6 e 219 


3. Die Function Ft) welche den Coefficienten von e”“" 


bildet und zur Abkürzung mit Fla) bezeichnet werden mag, 
läßt fi in eine nach ſteigenden Potenzen von à geordnete 
Reihe entwickeln. Differentürt man nämlich mehrere Male 
nach einander die Gleichung f 

ben 1) fle) a, 


ſo erhält man 
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(en — 1) FG) ＋ € f =. 
(e. — 1) Fi +2e F (u) . e flu) = 0 
(e. — 1) F) + ge f (a) + 3e“ KT e H) = 0 
u. 
woraus, wenn man & —= 0 ſetzt, ohne Schwierigkeit folgt 
fo) =1, F009) = A. 700) , c. 
Die beiden erſten Glieder der Entwickelung von Fla) nach 


der Maclaurin'ſchen Reihe ſind alſo 1 — 25 und die folgen- 


den Glieder können nur gerade Potenzen von a enthalten, 
denn die Differenz 


fe) — 14 
iſt gleich der Hälfte von 

Ae e N 

Er 


und folglich, da diefe Function durch die Aenderung des 
Vorzeichens von a keine Aenderung erleidet, eine gerade 
Function von a. 5 

Die Een Werthe von F. (6a) und F“(d) find 


N (6-2) e K G 2 
(= — —— [(0—3) e Ae +0+3]. 


22 17⁴ 
Da nun die Veränderliche d hier > 0 vorausgeſetzt wird, 
ſo läßt ſich beweiſen, daß die erſte von dieſen beiden deri— 
virten Functionen beſtändig poſitiv und die zweite beſtän— 
dig negativ iſt. > 
Man ſetze nämlich erſtens 


P (d- 2) % +a+2, 


m 
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ſo wird 
(-=. +1, 4 = des. 


Für jeden wen von d 0 hat man hiernach 4. > 03 


mithin auch 22 = a 0 und P>0, da 4 und P Aer. für 


d = 0 verſchwinden und fodann ar: Vorzeichen ihrer deri⸗ 
virten Functionen annehmen. Daraus folgt, daß auch F (a) 
eine poſitive Größe ſein muß. 
Man ſetze zweitens 
P = (u- 3) e +4ae E- d 3, 
ſo wird 


“ = (20-5) e + (dat) e +1 


1 —= (da-8) e“ + (4048) e* 


oder wenn man ſetzt 


( N 2, 


d2P 
r 10 0, 


fo hat man 


ſo daß die beiden Functionen iu und 445 tb einerlei 3 


beſitzen. Nun find 0 und — e Null für a = O, und 2 7 
wird > 0, ſobald a den Werth Null übertrifft; folglich — 
hält es ſich ebenſo mit O und mit rn und mithin findet 
ſich dieſelbe Eigenschaft auch bei der Function P, weil man 
bat P=0 und Z=0 für a 0. Es iſt alſo F. (e) 
eine negative Größe. 
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Man ſieht daraus zugleich, daß F“ (d) eine mit den 
wachſenden Werthen von d abnehmende Function fein muß, 
deren größter Werth gleich 7(0), d. h. gleich + ift 

4. Nach dieſer Nebenbetrachtung kehre man zu der 
Entwicklung von f(e) zurück. Man kann ſchreiben 


1 
und darin bedeutet N. e bn man die Entwickelung 
mehr oder weniger weit treiben will, vermöge des bekannten 
Ergänzungsgliedes der Maclaurin'ſchen Reihe entweder 
2 ’ 
12 F (oa), 
oder 


ro LO Le 
En Bu ve van ap un) 12... @n HI) ' 
indem man zu beachten hat, daß R eine gerade Function 
von aq fein muß. Das Zeichen 6 bedeutet hier, wie bekannt, 
ganz allgemein irgend eine zwiſchen O und 1 enthaltene Zahl. 
Setzt man dieſen Werth in (4), ſo kommt 


oo 
du —u d u — un —ar 
uf, “(e 4. 7 
oder vermöge der Formeln (1) und (2) 
N oo 
du 1 Re” "da 
25 —= Ic —— 2 , n . 
Daraus wird durch Integration 
oo — 
eb , e 
und dieſer Werth von w iſt zugleich der von 1.2.3.4. 4). 


Es wird unten gezeigt werden, daß die Conſtante C gleich 
UV 255 ift. 
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5. Man findet leicht die Gränzen des Fehlers, den 
man durch Vernachläſſigung des Gliedes 


neu 
0 ur 


auf der rechten Seite der vorſtehenden Gleichung begeht. 
Denn da man hat 


128 / (Oc) - 
N 
ſo verwandelt ſich dieſes Glied in 

157. ee f"(Ba)da. 


Es iſt alſo pofitiv gleichwie die Function F400). Und da 
man hat f”(8a) O, fo iſt es kleiner als 


e 1 
15 % e a oder De- 


Wenn man alſo mit u irgend eine zwiſchen 0 und 1 
enthaltene Zahl bezeichnet, ſo kann man ſchreiben 


1.2.3.4. Dee 


6. Wenn man ſetzt 


er ro) LAL 
K +.. ＋ 12-22 12 . * 1.2....(2n-+2) ’ 


ſo wird = 9055 


die Geſtalt 5 


2 (0) D ad 
re * 85 nn ＋ 5 r 3 

106 will mam re eine obere Gränze für den abſoluten 

Werth des Integrals haben, von welchem es abhängt, ſo 
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reicht es hin, für Pes (9) das abſolute Maximum M von 
f" (a) an die Stelle zu ſetzen, worauf die Integration 
ausführbar wird. 
7. Zur Beſtimmung der Conſtante C bringe man die 
Gleichung 
11.2.3. 4 . = C (hl 2 127 
auf die Form 
II 23 T.... HE = CT ()- c., 
wo das Zeichen ꝛc. ein Glied anzeigt, welches für x S 
verſchwindet. Man erhält daraus leicht 
I-23. UC) C (A 22) — 224 X. 
Weil aber 
R+4+16+...+122)=eR HI IA. tie, 
fo hat man aud) 
IAG . +22) = C (Orga — ec. 
Subtrahirt man dieſe Gleichung von derjenigen, welche die 
Summe der Logarithmen der natürlichen Zahlen von 1 bis 
2% gibt, fo erhält man 
IIZ. . EAA = ) ( l- 2c. 
Subtrahirt man aber das Doppelte dieſer neuen Gleichung 
von dem Doppelten der vorigen, ſo kommt A 
212 + 214 ＋ 276 + .... 202 — 2) + I(2z) 
— 211 — 203 — 215 — .... — 2122 — 3) — 2/21) 
= 20 — 212 ＋ ı., 
fo daß man endlich mit Hülfe der oben angeführten Formel 
von Wallis findet, indem man 4 unendlich groß werden läßt, 
Im — 12 = 20 — 222, 
woraus 5 
C = (G ＋ 2) = N n. 
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Zum Schluß möge noch erwähnt werden, daß Binet 
dieſe Aufgabe und mehrere andere von derſelben Art in 
einem für das Journal de l’&cole polytechnique beſtimm⸗ 
ten Artikel abgehandelt hat.“ 


V. Anwendung der Theorie der doppelten Integrale auf den 
Beweis eines Lehrſatzes der Algebra. 


1. Wenn man mit e und % die Polarcoordinaten 
eines Punkts in einer feſten Horizontalebene bezeichnet, und 
mit s eine reelle und beſtimmte Function von e und @, welche 
zwiſchen den Gränzen O und R für e, und 0 und 2 für „nicht 
unendlich wird, ſo müſſen die beiden doppelten Integrale 


R In 2 N 
fi d FR zdo und J, do / zdo 
0 0 0 0 


nothwendig einander gleich ſein, weil ſie beide dasſelbe Vo— 
lumen darſtellen; dieſes Volumen wird nämlich begränzt von 
der feſten Ebene, von der Oberfläche eines geraden Cylin— 
ders, der einen Kreis vom Halbmeſſer R zur Baſis hat, 
welcher in jener Ebene aus dem Anfangspunkte der Coor— 
dinaten als Mittelpunkte conſtruirt worden iſt, und endlich 
von einer Fläche, deren vertikale Ordinate für jedes Syſtem 
der Werthe der beiden Größen e und o durch z dargeſtellt 
wird. Hierauf geſtützt, hat Gauß den Beweis geführt, *) 
daß die linke Seite in jeder algebraiſchen Gleichung mit 
reellen Coefficienten 
n + Aa"! eee . LS E N= O 


theilbar iſt entweder durch einen reellen Factor des erſten 


) Es iſt dies der dritte Beweis dieſes Satzes von Gauß. Man 
ſehe die Commentationes societalis, scienliarum Gottingensis 
recentiores, Tom. III. 
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Grades 2 g oder durdy einen reellen Factor des zweiten 
Grades * — 2 cos o e, fo daß diefe Gleichung im— 
mer wenigſtens eine reelle oder imaginäre Wurzel beſitzt, 
nämlich + e oder (cos + V —1. sin o). 

Mit anderen Worten, es läßt ſich beweiſen, daß es 
immer reelle Werthe der beiden Größen e und w gibt, 
welche gleichzeitig den beiden Gleichungen Genüge leiſten 
0” cos mo + Ag”" cos (m—1)@ +... +Lg coso + N—0 
“ sin mo # Ag” sin (m—1) 0 -+ .... + Le sino—=0, 

2. Es ſeien vorläufig e und oh unbeftimmt und man 
ſetze 
t—0" cosmo + A cos (m—1)@—+....+Lecoso-+M 
. u=0" sin mw A sin (m—1) @—+.... Le sin , 
fo wie ferner 


a ee 
nn 2 0 e 
F 
d 2 4% 25 do 2 4 


Unter R werde eine beliebige poſitive Größe verſtanden, die 
jedoch größer iſt als die größte von den Größen 


8 m 
nV, Vn F, H f, . Vn 725 
wo 4, B, C, . .. . M die abſoluten Werthe der Coefficien- 
ten A, B, C, . .. . M bedeuten. Sodann läßt ſich zeigen, daß 
wenn man 2 = K ſetzt, während der Werth von o willkür— 


lich bleibt, die Summe t + uw einen poſitiven Werth 
annehmen wird. 


Um dies zu beweiſen, betrachte man die vier Größen 
1 0054 ＋ AR cos 4 000 . eos ACE 
1 ein + Ae sin ( 00 1 1 mo ) 
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mR cos 1 +(m—1) AR cos (+ 0) +... +LReos (Em —1 0 


mR" in- (m—1) AR sin (+ 0 +... +LRsin (Abbo) 


welche reſp. mit 7, U, T, U bezeichnet werden mögen. 
Dieſe Größen ſind ſämmtlich 0, was man z. B. für die 
erſtere beweiſt, indem man 7 auf die Form bringt 


N 5 sc 
1 Z DE 72 COS G+e)] 
am? = * 

2 L. V?. cos G 95 20) 
RM P 5 2 

+ 8 * L cos 17 30) 

＋ ı. 

und dabei feſthält, was oben über die Größe von R feſtge— 


ſetzt worden iſt. Ebenſo wird man in Bezug auf die übri— 
gen Summen U, 7“, U zu Werke gehen. 


Nun hat man, wenn man 2 = K ſetzt, 
t s 4 mo) Usin (G+ mo ) 


u—=[T sin (uo) — Veos (4 + mo ) 
. Too * no) +U sin (I + mo ) 


u=[T sin eg: no) — U. 0084 — no), 
woraus folgt “ ＋ uw = TT + U, folglich iſt te + uw 
>0. Auch kann man bemerken, daß dieſelben Gleichungen 
geben tu TAU, folglich iſt für e R auch tf. 
3. Mit Hülfe dieſer Vorbereitung kann man jetzt den 
in Rede ſtehenden Satz beweiſen, nämlich, daß es innerhalb 
der Gränzen e=0 und eK, fo wie e = 0 und o 2x, 
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nothwendig gewiſſe Werthe von e und o geben muß, für 
welche man gleichzeitig hat TSO und u =. 

Wäre dies nämlich nicht der Fall, ſo würde man ſchlie— 
ßen müſſen, daß der Bruch“) 
„(CU ‚ un”) tu)? — (Hu)? 
> e -u 
innerhalb der angegebenen Gränzen nicht unendlich werden 
könnte,“) und daß man folglich haben müßte 


R 2 2n R 
95 do 55 zdo — 12 do E de. 
0 e 0 0 


Nun iſt 
tw —Lu 
elo — ed 
wovon man ſich leicht durch Differentiation überzeugen kann; 


ferner nehmen t, u, €, u für die beiden Gränzen 0 und 2 
einerlei Werthe an; folglich hat man 


2 
1 Sd — O, 
0 


ſo daß mithin auch das erſte der beiden obigen doppelten 
Integrale ſich auf Null reducirt. Aber das zweite dieſer 
Integrale wird nicht Null. Denn man hat 


) Dieſer Bruch iſt das zweite Differentialverhältniß der Function 
are tang 7 in Bezug auf die beiden Veränderlichen e und o 


nach einander genommen. Man ſehe Grunert's Archiv der Ma⸗ 
thematik, Band VII. S. 415. 

) Die Annahme g—= 0 macht dieſen Bruch nicht unendlich, weil, 
wie man leicht erkennt, der Factor e auch im Zähler enthalten 
iſt und mithin ſich aufhebt. 

Navier, Diff.- und Integrale. II. Band. 22 
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folglich 
7, 98 . + U,. 
Jo DW 
woraus weiter 


In 2 
(TT--UU’)d 
fi if, ade —ů ee 5 


und da vermöge des Obigen das Element 
5 (rr. UV’) do 
ER Ei 
einen pofitiven Werth hat, fo ift auch dieſes letzte Iutegrak 
nothwendig N. Alſo iſt die Gleichung 


a 2 2 R 
ef af zdo— 7 do 4 2d 
0 0 Dee 20 


unmöglich, folglich wird auch der Bruch s innerhalb der 
angegebenen Gränzen ein oder mehrere Mal unendlich, und 
da dies nur geſcheben kann, indem Fund zugleich inner— 
halb jener Gränzen für gewiſſe Werthe von e und o ver— 
ſchwinden, ſo iſt damit der vorliegende Satz bewieſen. 


4. Setzt man 4e = oder eee, fo erkennt man 
ſogleich, daß t und u die beiden derivirten Functionen, reſp. 
in Bezug auf o und 6 genommen, von dem nämlichen Integral 
Aem— 10 7 


md — — 
. ä Leb sin o +Mo 


der Gleichung. 8 402 Du: 990 ſind; folglich wird, nach einem 


von Lamé im Journal de l’&cole polytechnique bewieſenen 
Satze, dieſer Gleichung auch Genüge geſchehen durch den 
Werth c - H tur. Mithin find die beiden Größen 
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EVE und — T 
m 40 


einander gleich; und ihr gemeinfchaftlicher Werth iſt der- 
jenige des Products es. 


VI. Integration einer gewiſſen Gattung von 
Differentialgleichungen. 


Es ſei 

JG, , V, , e % = 0 50 
eine Differentialgleichung von der Ordnung n, indem 
7% „ , % die auf einander folgenden derivirten Fune— 
tionen von y bedeuten. Das vollſtändige Integral dieſer 
Gleichung, welches hier als bekannt vorausgeſetzt wird, wird 
n willkürliche Conſtanten a,b, ....e enthalten, und die Form 
beſitzen y= F (v, a,b,....c) oder auch I, % a, b. =. 
Man differentiire nun die beiden Seiten der Gleichung (1) 
in Bezug auf a, und bezeichne das Differentialverhältniß 


* mit u. Sodann kommt 


da 
df du 8, dau J d 
ut q r dy' drs . ze da" 2 


on, a dieſelbe F en haben, wenn man 


ſtatt q u geſetzt hätte Eu oder 7 45 ur. Folglich 


Aden die derivirten RER von , in Bezug auf die 
n Conſtanten a, b,....c genommen, eben fo viele beſondere 
Integrale der lineären Gleichung (2) darftellen, und mithin 
wird das vollſtändige Integral der Gleichung (2) ſein 
22° 
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4 E 0% 

wo 4, B.... C ME . e Ei 

Dieſen eben fo einfachen wie merkwürdigen Satz hat 
Jacobi gegeben. Es erſtreckt ſich von ſelbſt auf jedes belie— 
bige Syſtem gleichzeitiger Differentialgleichungen. Um ihn 
auf ein Beiſpiel anzuwenden, betrachte man den beſonderen 
Fall, wo die Gleichung (1) die Form hat 

"N. 

Dieſe Gleichung läßt ſich integriven, Denn multiplicirt 
man fie mit 2dy, fo erhält man 


d. (2 — 2p(y)dy 0, 
(A e 2 food 


b 
a2 N dy 

Vermöge dieſer letzten Gleichung iſt y eine Function 
von 4, d, 0. Nun folgt aus dem Satze von Jacobi, daß 
die lineäre Gleichung 


deu 
=, 


wo @(y) die derivirte Function von g) bedeutet, ein 
vollſtändiges Integral beſitzt von der Form 

dy 

db’ 

wie auch die Function c beſchaffen fein mag. 


woraus folgt 


und mithin 
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Die Methode der Fleinften Quadrate. 


J. Entwickelung des Geſetzes, welches die Wahrſcheinlichkeit 
der Beobachtungsfehler als Function dieſer Fehler darſtellt. 


§. 1. Die Algebra lehrt, daß aus gegebenen und 
völlig von einander unabhängigen Gleichungen jederzeit 
eben ſo viele Unbekannte beſtimmt werden können, als Glei— 
chungen vorhanden ſind. Wenn ferner die Anzahl der Un— 
bekannten größer iſt, als die Anzahl der gegebenen Glei— 
chungen, ſo bleibt ein Theil der Unbekannten unbeſtimmt 
oder man kann für dieſelben willkürliche Werthe ſetzen; und 
wie im Eingange dieſes Lehrbuchs (§. 2) gezeigt worden 
iſt, ſo führt dieſer Fall, allgemein betrachtet, auf die Be— 
griffe der Veränderlichen und der Function. Wenn aber 
endlich die Anzahl der gegebenen Gleichungen größer iſt 
als die Anzahl der Unbekannten, ſo liegt derjenige Fall vor, 
auf welchen die nachfolgenden Betrachtungen ſich beziehen. 
Zwar kann man gleichfalls aus den Lehren der Algebra 
leicht ſchließen, daß, wenn man in dieſem letzten Falle aus 
ſo vielen von den gegebenen Gleichungen, wie nöthig ſind, 
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die gefuchten Unbekannten beftimmt, und die gefundenen 
Werthe derſelben in die übrigen Gleichungen ſetzt, dieſe 
Gleichungen ſodann entweder identiſch werden müſſen oder 
nicht, d. h. daß ſie entweder zur Beſtimmung der Unbe— 
kannten überflüſſig geweſen ſind, oder daß ſie derſelben wi— 
derſprechen. Indeſſen bei dem hier in Rede ſtehenden Ge— 
genſtande kommen noch Beziehungen eigener Art zur Sprache, 
welche nicht eine ſo einfache Erledigung der Auflöſung zu— 
laſſen. Der Gegenſtand ſelbſt iſt folgender. 

§. 2. Es ſei 

Daa WED. eh 

eine Function, welche ihrer analytiſchen Form nach gegeben 
iſt; u, v, , 2c. bedeuten die unabhängigen Veränderlichen, 
von denen die Function F abhängig iſt, und a, b, e, ꝛc. 
ſind die in dem Ausdrucke der Function vorkommenden Con— 
ſtanten. Ferner betreffe dieſe Function irgend einen Fall 
aus dem Gebiete der Anwendungen der Mathematik, z. B. 
einen Fall der Geodäſie, der Mechanik, der Phyſik ꝛc. von 
folder Natur, daß die Werthe von F, welche irgend welchen 
Werthen der unabhängigen Veränderlichen u, v, 1, 2c. zu— 
gehören, einer Beobachtung fähig find, etwa durch 
Meſſen, Wägen 2. Man ſucht unter dieſer Vorausſetzung 
die Werthe der unbekannten Conſtanten a, 5, e, ꝛc., deren 
Anzahl en fei. 

Offenbar werden dieſe Conſtanten beſtimmt ſein, ſobald 
man n durch Beobachtung gefundene Werthe von F kennt, 
welche beliebigen Werthen von u, v, w, ꝛc. entſprechen. Be— 
deuten nämlich Mi, M., ... . M, die beobachteten n Werthe 
der Function F, welche reſp. den Werthen u, v,. wı, ꝛc. 
ur, ba, Wr, ꝛc. bis un, b., in, 21. der unabhängigen Ver— 
änderlichen u, ©, w, ꝛc. zugehören, fo wird man die n Glei- 
chungen bilden 
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Fe n ur, tor 
MI = Fa, b, o, . . , vi, 1 ) 


An ene 


und aus dieſen die n unbekannten Conſtanten a, b, e, ꝛc. 
vollſtändig beſtimmen können. So weit die Algebra. Wenn 
man nun aber die Ueberlegung macht, daß jede empiriſche 
Beobachtung mit unvermeidlichen Fehlern behaftet iſt, welche 
aus der Unvollkommenheit der Sinne, aus der Ungenauig— 
keit der angewandten Inſtrumente, und anderen Quellen 
entſpringen und, ſo gering ſie vielleicht an ſich ſein mögen, 
das Reſultat der Beobachtung jedenfalls mehr oder weniger 
unſicher machen, fo wird man auch die auf die angegebaife 
Weiſe ermittelten Werthe der Conſtanten a, ö, e, ꝛc. nicht 
als zuſammenfallend mit den wahren Werthen dieſer Con— 
ſtanten, ſondern nur als mehr oder weniger zuverläſſige 
Näherungswerthe derſelben anſehen dürfen. Und wenn man 
überdies, gleichſam zur Prüfung, die Reihe jener Beobach— 
tungen fortſetzt und unter Ma+ı, Hate, ꝛc. die beobachteten 
Werthe der Function F verſteht, welche reſp. den Werthen 
u. i, ba Li, Ci, ꝛc. uns, Date, Wnte, 2. ꝛc. der unab⸗ 
hängigen Veränderlichen u, v, w, ꝛc. entſprechen, fo werden 
die Gleichungen 


e,, ee ee 

NN, , c, . s, Ders, . ) 

I 
wegen der genannten unvermeidlichen Beobachtungsfehler 
im allgemeinen nicht zu identiſchen Gleichungen werden, 
wenn man darin für die Conſtanten a, ö, o, ꝛc. die vorhin 


gefundenen Werthe derſelben an die Stelle ſetzt. Wollte 
man aber etwa aus dem Inbegriffe ſämmtlicher hier aufge— 
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ſtellten Gleichungen, deren jede einer Beobachtung entſpricht 
und deren Anzahl diejenige der unbekannten Conſtanten 
übertrifft, eine andere Gruppe von u Gleichungen heraus— 
heben und aus dieſer die Werthe der n Conſtanten a, b, o, ꝛc. 
beſtimmen, ſo würden dieſe Werthe im allgemeinen, und 
wiederum in Folge der Beobachtungsfehler, von den vorhin 
beſtimmten Werthen derſelben Conſtanten abweichen. Ebenſo 
würden dieſe Werthe, wenn man ſie in die bei ihrer Her— 
leitung nicht benutzten Gleichungen hineinſetzt, dieſelben im 
allgemeinen nicht zu identiſchen Gleichungen machen. In— 
deſſen man überſieht ohne Mühe, daß ſich ein (von dem 
gewöhnlichen Verfahren der Algebra freilich ſehr verſchiede— 
ner) Weg muß denken laſſen, welcher mit gleichmäßiger 
Benutzung ſämmtlicher Beobachtungen, deren Anzahl 
diejenige der geſuchten Conſtanten übertrifft, unter ange— 
meſſener Combinirung dieſer Beobachtungen ſolche Werthe 
der Conſtanten hervorbringt, die den unbekannten wahren 
Werthen derſelben möglichſt nahe kommen, d. h. wenigſtens 
näher, als wenn man zur Aufſuchung dieſer Werthe nur 
n beliebig ausgewählte Beobachtungen benutzt und die übri— 
gen völlig unberückſichtigt gelaſſen hätte. Dieſen Weg aufs 
zuſuchen und feſtzuſtellen iſt der Zweck des Nachfolgenden, 
und der ſo eben gebrauchte unbeſtimmte Ausdruck, daß man 
den wahren Werthen möglichſt nahe kommen ſolle, wird im 
Laufe der Unterſuchung ſelbſt feine exacte Feſtſtellung er= 
halten. 

§. 3. Zu näherer Betrachtung der in Rede ſtehenden 
Frage iſt es erforderlich, das Problem ſelbſt für den Au— 
genblick fallen zu laſſen, und zunächſt und vorzugsweiſe auf 
die Natur der Beobachtungsfehler die Aufmerkſamkeit 
zu richten. | 

Wenn wie vorhin die Function F eine zu beobachtende 
Größe bedeutet, und M einen durch Beobachtung erhaltenen 
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Werth derfelben, welcher gewiſſen Werthen der unabhängi— 
gen Veränderlichen u, v, w, ꝛc. entſpricht, fo würde man 
für dieſe Werthe der unabhängigen Veränderlichen mit voller 
Zuverläſſigkeit 
vH 

ſetzen dürfen, wenn man ficher wäre, bei der Beobachtung 
keinen Fehler begangen zu haben. Da dieſe Vorausſetzung 
aber bei empiriſchen Beobachtungen niemals zu rechtfertigen 
iſt, ſo wird man vielmehr zu ſetzen haben 

F — 2 , 
wo z den Beobachtungsfehler bedeutet, welcher der Differenz 
zwiſchen dem wahren Werthe F und dem beobachteten Werthe 
M der in Rede ſtehenden Größe gleich iſt. Nun wird man 
zwar immer leicht zugeben, daß dieſer Beobachtungsfehler & 
im allgemeinen deſto kleiner ausfallen wird, je größer die 
Genauigkeit der Inſtrumente und die Sorgfalt des Beob— 
achters geweſen ſind. Und bei wiederholten Beobachtungen 
mit einerlei Inſtrumenten und einerlei Sorgfalt wird, man 
kleinere Werthe des Beobachtungsfehlers leichter, und 
darum auch öfter erwarten dürfen als größere. Einen voll— 
ſtändigen Aufſchluß über die Natur des Beobachtungsfehlers 
erhält man jedoch erſt durch folgende Betrachtung. 

Der Beobachtungsfehler iſt niemals das Ergebniß eines 
einzigen Acts, ſondern er entſteht aus dem Zuſammenfluß 
einer Menge von einzelnen Fehlern, welche je bei den ein— 
zelnen Manipulationen eintreten, aus denen die vollſtän— 
dige Beobachtung zuſammengeſetzt iſt. Man kann deßhalb 
jeden wirklich eingetretenen Beobachtungsfehler wie die 
Summe einer unbeſtimmt großen Anzahl von Elementar— 
fehlern, die von einander unabhängig ſind, anſehen; und 
zu größerer Einfachheit kann man die Annahme machen, 
dieſe Elementarfehler ſeien, abſolut genommen, ſämmtlich 
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von gleicher Größe. Denn diefer Annahme kommt die 
Wirklichkeit um ſo näher, je mehr der ſchon aus anderen 
Gründen nöthigen Forderung einer gleichmäßigen Ge— 
nauigkeit in der Ausführung der einzelnen Theile einer 
Beobachtung Genüge geſchieht. Ferner liegt es in der Na— 
tur der hier in Betracht kommenden Fehler, daß jeder 
einzelne gleich leicht im poſitiven wie im negativen Sinne 
muß auf das Reſultat der Beobachtung einfließen können; 
denn da der Zweck der Beobachtung auf den wahren Werth 
der beobachteten Größe gerichtet iſt, fo wird man von ſelbſt 
ſchon alle ſolche Einflüſſe (3. B. des Collimationsfehlers) 
von dem Reſultate der Beobachtung fernhalten, welche einen 
überwiegend poſitiven oder einen überwiegend negativen 
Fehler in dieſem Reſultate befürchten laſſen. Ueberträgt 
man dieſe Bemerkung auch auf die vorhin genannten Ele— 
mentarfehler, ſo gelangt man zu dem Schluſſe: Daß bei 
jeder Beobachtung einer gewiſſen Art eine gewiſſe unbe— 
ſtimmt große Anzahl von einander unabhängiger Elemen— 
tarfehler vorausgeſetzt werden müſſe, welche abſolut genom— 
men ſämmtlich von gleicher Größe ſind und von denen 
jeder eben ſo leicht poſitiv wie negativ ausfallen kann. 
Die algebraiſche Summe dieſer Elementarfehler, alſo mit 
Rückſicht auf die Vorzeichen derſelben genommen, macht in 
jedem einzelnen Falle den wirklich eingetretenen Beobach— 
tungsfehler aus *). 

Ss. 4. Geſtützt auf dieſe Vorausſetzungen iſt es nun 
leicht, ſowol über die Größe aller möglichen Fehler, welche 
bei Beobachtungen einer gewiſſen Art vorkommen können, 
als auch über die Häufigkeit ihres Vorkommens, d. i. die 

* Ausführlicher beſpricht und rechtfertigt die hier aufgeſtellte Hypo⸗ 

theſe Hagen in ſeinen Grundzügen der Wahrſcheinlichkeitsrech— 
nung, Berlin 1837. 
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relative Möglichkeit derſelben, allgemeine Beſtimmun— 
gen zu treffen. Es ſei Az der als conſtant angeſehene Ele— 
mentarfehler, welcher eben ſo leicht poſitiv wie negativ ſein 
kann, und m die Anzahl der Elementarfehler, welche den 
in Rede ſtehenden Beobachtungen zukommt. Will man alle 
möglichen Beobachtungsfehler aufzählen, ſo hat man aus 
den m Elementarfehlern alle möglichen Summen zu bilden, 
mit der Rückſicht, daß darin jeder Elementarfehler ſowol 
unter der Form E A, als unter der Form — Az auf- 
treten kann. Nach den bekannten combinatoriſchen Geſetzen 
wird man finden: 


m Aꝙ d. i. m. mal A kommt vor: 1 mal 
(n- 2) A d. i. (m I) mal und 1 mal -A „ „ m 


(1-4) Av d. i. (h-) mal CA und 2mal -t , „ 3 


(6) A d. i. (u-) mal CA und z mal -A „ 3 


m A d. i. m mal -A „ 2 K. 
Es dient zur Erleichterung, wenn man bemerkt, daß 
diejenigen Zahlen, welche die Häufigkeit des Vorkommens 
der einzelnen Beobachtungsfehler mar, (m— 2) A, 
(m—4) A, ꝛc. oder die relative Möglichkeit dieſer Fehler 
ausdrücken, mit den Coefficienten der Entwickelung der mten 
Potenz eines beliebigen Binoms identiſch ſind. Aus der 
bekannten Geſetzmäßigkeit unter dieſen Coefficienten ergibt 
ſich: Daß die beiden äußerſten Beobachtungsfehler + mAz, 
zu deren Entſtehung ſämmtliche Elementarfehler in einerlei 
Sinne beigetragen haben, am wenigſten häufig erwartet 
werden dürfen, da ihre relative Möglichkeit, oder die Leich— 
tigkeit, mit welcher fie eintreten können, nur =1 iſt; daß 
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die relative Möglichkeit der Beobachtungsfehler deſto größer 
wird, je mehr man ſich der Mitte der obigen Entwickelung 
nähert, d. h. je kleiner die abſolute Größe des Beobach— 
tungsfehlers iſt; endlich daß je zwei Beobachtungsfehler, 
welche gleich weit von der Mitte der Entwickelung abliegen, 
d. h. von gleicher abſoluten Größe ſind, eine gleiche relative 
Möglichkeit beſitzen. Dies ſtimmt mit demjenigen überein, 
was man dem vorigen Paragraphen zufolge ſchon allgemein 
erwarten durfte. 


§. 5. Die Allgemeinheit der Unterſuchung wird nicht 
beeinträchtigt werden, wenn man annimmt, m fei eine ges 
rade Zahl. Die Entwickelung der binomiſchen Potenz hat 
ſodann ein mittleres Glied. Setzt man alſo in den vorigen 
Formeln 2m ftatt m, und zugleich zur Vereinfachung A 
ſtatt 20, und ordnet von der Mitte aus, jo erhält man 
folgende Ueberſicht über die Größe der Beobachtungsfehler , 
und die einem jeden derſelben zukommende relative Mög— 
lichkeit, welche mit y bezeichnet werden mag: 


Beobachtungsfehler Relative Möglichkeit desſelben 


2m( 2m 1) (am- 2). . . . u 1) 
S 
2m( 2m 1) (2m 2) .. . (m-H?) 
2 3 (N- 1). 


2m Am —-1) (2m 2). . . (m-+3) 
32.3. .,. (m) 
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Dieſe Ueberſicht gibt deutlich zu erkennen, in welchem 
Verhältniſſe die relative Möglichkeit y, oder die Leichtigkeit, 
mit welcher ein Beobachtungsfehler © eintreten kann, ab— 
nimmt, wenn dieſer Beobachtungsfehler abſolut genommen 
um die Größe Ar, welche das Doppelte des vorausgeſetzten 
Elementarfehlers iſt, zunimmt. 

§. 6. Ueber die Größe des Elementarfehlers und folg— 
lich auch die Größe von Az läßt ſich im allgemeinen nur 
das feſtſetzen, daß man ſich dieſelbe ſehr klein zu denken 
habe im Vergleich mit den wirklich vorkommenden Beob— 
achtungsfehlern. Denn da in der vorſtehenden Ueberſicht 
A diejenige Größe bedeutet, um welche der Beobachtungs— 
fehler ſucceſſiv zunimmt, in der Ausübung aber kein Grund 
dagegen ſtreitet, daß man ſich zwei Fehler ihrer abſoluten 
Größe nach ſo nahe beiſammen liegend denke als man nur 
will, fo kann man auch Ar beliebig klein annehmen. Es 
wird alſo noch immer der Wirklichkeit angemeſſen ſein, wenn 
man Aw unendlich klein werden läßt d. h. kleiner als jede 
beliebige Zahl; wobei zugleich, damit die Werthe der Beob— 
achtungsfehler ſelbſt endlich bleiben, m unendlich groß werden 
muß d. h. größer als jede beliebige Zahl. Sodann werden 
die Werthe von 2 continuirlich in einander übergehen, die 
Werthe von „ aber als befondere und in unendlich kleinen 
Intervallen auf einander folgende Werthe einer gewiſſen 
Function von ſich darſtellen, deren Aufſuchung jetzt in 
Frage kommt. 

Man denke ſich zu größerer Anſchaulichkeit die Werthe 
von z und 7 als Coordinaten einer ebenen Curve, deren 
Gleichung zu ſuchen iſt. Die Werthe von z und 7 im vo— 
rigen Paragraphen kann man ſodann anſehen wie die Co— 
ordinaten der Eckpunkte eines Polygons, deſſen Gränze, 
indem man die Seiten desſelben kleiner und kleiner werden 
läßt, mit der geſuchten Curve identiſch iſt. Es ſeien nun 
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z und diejenigen beiden Koordinaten, welche dem ten 
Eckpunkte des Polygons zugehören, fo wie * und y' die 
Coordinaten des nächſtfolgenden (ui) ten Eckpunkts, fo 
hat man 


e „„ 


Nun iſt 4 - = A, und ar man ebenſo Y—y— Ay, 
ſo wird 


5 
5 I) 


sr ut 
NI 
oder wenn man z durch ausdrückt 
r 
3 mar E A 
und daraus wird endlich 
Ay 2r-+-Ar 
Ar N NIA 


Läßt man hierin Aw und folglich auch Ay kleiner und klei— 
ner werden, ſo erhält man als Gränze auf der linken Seite 
dieſer Gleichung das Differentialverhältniß 5 der geſuchten 
Curve. Auf der rechten Seite redutirt ſich der Zähler 
2 EA auf 2&; im Nenner werden die beiden Theile v 
und Az? zu Null; der erſte Theil mac des Nenners er— 
fordert aber noch eine beſondere Ueberlegung. 

Nach dem vorigen Paragraphen bedeutet m abſolut 
genommen den größten Beobachtungsfehler, welcher bei Be— 
obachtungen einer gewiſſen Art überhaupt eintreten kann. 
Dieſer größte Beobachtungsfehler entſteht aber aus der Ad— 
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dition ſämmtlicher in einerlei Sinn genommenen Elemen— 
tarfehler, von denen jeder unendlich klein und deren Anzahl 
unendlich groß iſt. Nun wird man zwar in jedem concreten 
Falle ohne Mühe eine Gränze anzugeben im Stande ſein, 
über welche der größte mögliche Beobachtungsfehler zuver— 
läſſig nicht hinausgeht; z. B. bei ſorgfältigen Meſſungen 
mit einem gut conſtruirten Theodoliten wird man vollkom- 
men ſicher ſein, nicht um die Größe eines Grades zu fehlen. 
Indeſſen dieſe äußerſte Gränze für die Größe des Beob- 
achtungsfehlers wird man ſich jedenfalls im allgemeinen und 
ohne Rückſichtnahme auf den beſonderen Fall ſo groß zu 
denken haben, daß dagegen der einzelne Beobachtungsfehler 
als verſchwindend anzuſehen iſt; d. h. das Product mAr 
muß in dieſer allgemeinen Unterſuchung als unendlich groß 
angenommen werden. Das Product mä: alſo, oder das 
Product aus der unendlich großen Zahl mAr mit der ums 
endlich kleinen Zahl Ar, ift einer poſitiven Conſtante gleich 
zu ſetzen, deren Werth vorläufig unbeſtimmt bleibt. 


Bezeichnet man dieſe poſitive Conſtante mit I ja, ſo er⸗ 


hält man 
4 . 2. 2 


oder durch en 5 Veränderlichen 
* l 22d 
y 


woraus durch Integration wird 

% = here 
wenn man mit 10 die willkürliche Conſtante der Integration 
bezeichnet. Hieraus endlich wird 


— 


Cie 
Navier, Diff.⸗ und Integralr. II. Band. 23 
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Zur Beſtimmung von C bezeichne man mit % denje= 
nigen Werth von , welcher dem Werthe =—0 entſpricht. 
Man hat ſodann vermöge der letzten Gleichung 

Yo * C, 
mithin 
— 2 


„ 9% 
als den Ausdruck für die geſuchte Function, welche allgemein 
die relative Möglichkeit 7 des Beobachtungsfehlers min 
ihrer Abhängigkeit von dieſem Fehler darſtellt. Die Curve, 
welche dieſe Function zur An⸗ 


3 ſchauung bringt, beſteht aus 

i . v zwei congruenten Armen, wel— 
a che ſich im Punkte A der Achſe 
Dr 0 Pa der y vereinigen, und von 


denen jeder die Achſe der * zur Aſymptote hat. Jede Ab- 
ſeiſſe OP oder * ftellt einen Beobachtungsfehler dar, deſſen 
relative Möglichkeit durch die zugehörige Ordinate PM oder 
Y ausgedrückt wird. 

$. 7. Was den Werth der Ordinate 7 oder 04 be⸗ 
trifft, ſo iſt derſelbe hier offenbar vollkommen willkürlich. 
Denn da der Begriff der relativen Möglichkeit der Beob— 
achtungsfehler nur eine Vergleichung der Werthe von y 
oder der Ordinaten unter einander in ſich ſchließt, ſo kann 
von einer abſoluten Werthbeſtimmung dieſer Ordinaten nicht 
die Rede fein. Wollte man für ½ andere Werthe anneh⸗ 
men, fo würden gleichzeitig ſämmtliche Ordinaten propor- 
tionale Aenderungen erfahren und mithin die relativen 
Werthe derſelben ungeändert bleiben. 

Die Conſtante R dagegen gibt ein Mittel ab, um die 
einem beſtimmten einzelnen Falle entſprechenden Beobachtun— 
gen in Bezug auf ihre Güte zu charakteriſiren. Es iſt 
nämlich aus der Beſchaffenheit der entwickelten Function 
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klar, daß, wenn man alles Uebrige gleich ſetzt, die Werthe 
von 9 für wachſende Werthe von à deſto raſcher abnehmen 
werden, je größer A iſt; d. h. daß gleichen Beobachtungs— 
fehlern eine deſto geringere relative Möglichkeit ihres Ein⸗ 
treffens, im Vergleich mit der relativen Möglichkeit von 
4 =, zugeſchrieben werden muß, je größer man Ah vor- 
ausſetzen darf. Die Größe A wird deßhalb als das Maß 
der Präciſion gegebener Beobachtungen angeſehen, und 
unterliegt in jedem einzelnen Falle einer beſonderen Be— 
ſtimmung; worüber unten mehr. 

$. 8. Unter der Wahrſcheinlichkeit eines Ereig⸗ 
niſſes, welches durch das Zuſammentreffen mehrerer Ele— 
mentar⸗Ereigniſſe herbeigeführt wird, die an ſich unter ver— 
ſchiedenen gleich möglichen Formen auftreten können, verſteht 
man das Verhältniß der Anzahl derjenigen Fälle, in wel— 
chen das Zuſammentreffen dieſer Elementar-Ereigniſſe das 
verlangte Ereigniß wirklich hervorgehen läßt, zu der Anzahl 
derjenigen Fälle, in welchen überhaupt ein Zuſammentreffen 
dieſer Elementar-Ereigniſſe ftattfinden kann. 

Wenn man mit dieſem Begriffe in die Entwickelung 
der SS. 4 und 5 eingeht, und unter dem Ereigniſſe, deſſen 
Wahrſcheinlichkeit man angeben will, das Eintreten eines 
beftimmten Beobachtungsfehlers , unter den Elementar- 
Ereigniſſen aber die dortigen Elementarfehler verſteht, ſo 
hat man allgemein 

ug 

TEN 
als Ausdruck für die Wahrſcheinlichkeit o des Beobachtungs⸗ 
fehlers v. Dieſer Ausdruck iſt mithin gleich der relativen 
Möglichkeit 7 dieſes Beobachtungsfehlers, dividirt durch die 
Summe Z(y) der relativen Möglichkeiten aller Beobach— 
tungsfehler, welche bei Beobachtungen von derſelben Art 
vorkommen können. 

23 * 
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Nach F. 5 iſt die letztere Summe oder Z(y) offenbar 
gleich der Summe aller Binomial-Coefficienten der Lmten 
Potenz, wenn 2m wie früher die Anzahl aller Elementar- 
fehler bedeutet, von denen jeder eben ſo leicht poſitiv wie 
negativ fein kann. Dieſe Summe iſt aber gleich (1＋1) * 
een. Wenn man demnach in der Tabelle des 8. 5 ſtatt 
der relativen Möglichkeit der Beobachtungsfehler, oder , 
die Wahrſcheinlichkeit derſelben, oder o, an die Stelle ſetzen 
will, iv nimmt PR e i an: 


1 Wahrſceemlicken besfeißen 
= 2 


am(2m—1) (m2). . . (1) a 
n 2 

Am (am 1) (am 2) . .. . ( 2) 1 
au ri ne n 


Am( m1) (Qm—2) . . . . (4-3) ud 
2. 3. (mo?) . 


Will man aus dieſer Tabelle die Wahrſcheinlichkeit irgend 
eines Beobachtungsfehlers nehmen, ohne Rückſicht auf das 
Vorzeichen dieſes Beobachtungsfehlers, ſo hat man die an— 
gezeigte Wahrſcheinlichkeit desſelben zu verdoppeln. Die 
Wahrſcheinlichkeit für den Fall, daß ein Beobachtungsfehler 
zwiſchen den beiden gegebenen Gränzen z=x, und zz, 
enthalten ſei, iſt gleich der Summe aller Wahrſcheinlich— 
keiten, welche den zwiſchen dieſen beiden Gränzen enthalte— 
nen Werthen von » entſprechen. Umfaſſen dieſe beiden 
Gränzen das ganze Intervall von — mAx bis + max, 
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ſo hat die betreffende Wahrſcheinlichkeit den Werth 1, d. h. 
ſie iſt Gewißheit. 

§. 9. Um den Begriff der Wahrſcheinlichkeit auch auf 
den Fall des §. 6 zu übertragen, wo die Elementarfehler 
unendlich klein vorausgeſetzt worden ſind, verwandele man 
den Ausdruck des vorigen Paragraphen 


2 
0 - 

indem man Zähler und Nenner des Bruchs mit Ar multi— 
plicirt, in 

va 

T.) 
Läßt man hier A unendlich klein werden, fo verwandelt 
ſich A in ydz, wo y jetzt die im §. 6 gefundene Function 
% bedeutet; und aus der Summe (A 
wird das Integral J%de, zwiſchen den Gränzen — O und 
+00 genommen. Man hat alſo 
n 


d n e d 
0 0 


Die im Nenner dieſes Ausdrucks angezeigte Integration 
kann nach $. 358 dieſes Lehrbuchs ausgeführt werden. Es 
wird nämlich, wenn man für den Augenblick Ar t ſetzt, 


00 0 
m Fa FE ng 


00 —00 
Mithin erhält man für die Wahrſcheinlichkeit o eines be= 
ſtimmten Beobachtungsfehlers v den Ausdruck 
n 
00 Vz e > 
In der Curve des §. 6, deren Abſciſſe OP oder * den 
Beobachtungsfehler und deren Ordinate PM oder ; die re— 


WW — — 
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lative Möglichkeit dieſes Feh— 
ers darſtellt, läßt ſich die 
geometriſche Bedeutung des 
gefundenen Ausdrucks für o 

0 Pa Wohne Mühe erkennen. Wenn 
man nämlich in dieſer Curve der bis dahin willkürlichen 


Conſtante / oder OA den Werth Ye beilegt, fo wird die 
* 


Wahrſcheinlichkeit für das Eintreten des Beobachtungsfeh— 
lers © oder OP ausgedrückt durch das Flächenelement PMNQ 
dieſer Curve, welches zwiſchen zwei unendlich nahe auf ein— 
ander folgenden Ordinaten PM und ON enthalten iſt, die 
den Abſeiſſen OP oder @, und 00 oder & d entſprechen. 
$. 10. Es liegt in der Natur der Sache, daß der 
Werth von o, welcher hier den Factor de in ſich enthält, 
unendlich klein werden mußte. Denn da unter den hier 
geltenden Vorausſetzungen die Anzahl der möglichen Beob— 
achtungsfehler unendlich groß iſt, fo wird die relative Mög- 
lichkeit eines einzelnen unter ihnen verſchwinden im Vergleich 
mit der Summe der relativen Möglichkeiten aller, folglich 
die Wahrſcheinlichkeit desſelben unendlich klein werden. 
Will man einen endlichen Werth der Wahrſcheinlichkeit 
haben, fo darf man nur die Wahrſcheinlichkeit für den Fall 
fordern, daß der Beobachtungsfehler zwiſchen zwei beſtimm— 
ten Gränzen X= und æ i von endlicher Differenz 
enthalten ſei. Denn dieſe Wahrſcheinlichkeit iſt gleich der 
Summe der unendlich kleinen Werthe des Differentialaus— 
druds für o, ausgedehnt von x = bis Sn, und 
wird mithin im Geiſte der Integralrechnung ausgedrückt 
durch das beſtimmte Integral 


4 
h 1 
un eK dr. 
Vn To 


http://rcin.org.pl 


kleinſten Quadrate. 359 


Dieſes Integral ſtellt denjenigen Theil des Flächeninhalts 
der obigen Curve dar, welcher zwiſchen zwei Ordinaten ent— 
halten iſt, die den Werthen uo und x, der Abfeiffe & ent⸗ 
ſprechen. 8 

Demnach iſt die Wahrſcheinlichkeit, daß der Beobach- 
tungsfehler abſolut genommen nicht den Werth » über- 
ſchreite, gleich dem beſtimmten Integrale 


＋ a - * a2 
F e, ober 1 7 „ as 
Nimmt man hierin den Gränzwerth 4 , fo erhält man 
für dieſe Wahrſcheinlichkeit den Werth 1, d. h. Gewißheit, 
wie man auch erwarten durfte. Die Fläche der obigen 
Curve von — 00 bis EO genommen, in welcher für die 
Conſtante 04 oder die Ordinate im Anfangspunkte der 


Werth 12 geſetzt wurde, iſt demnach der Einheit gleich. 
* 


§. 11. Das beſtimmte Integral 


2 
e dr, 
0 


welches die Wahrſcheinlichkeit ausdrückt, daß der Beobach— 
tungsfehler abſolut genommen den Werth à nicht über- 
ſchreite, kann unter endlicher Form nicht dargeſtellt werden, 
und man hat deßhalb zu ſeiner Werthbeſtimmung für ge— 
gebene Gränzen Näherungsmethoden anzuwenden, worüber 
man z. B. Bd. I. S. 395 ff. oder Bd. II. S. 256 ff. dieſes Lehr⸗ 
buchs nachſehen kann. Zur Vereinfachung der Rechnung kann 
man ſich übrigens von der Conſtante i, welche in verſchiedenen 
Fällen verſchiedene Werthe annimmt, unabhängig machen, indem 
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man hat ſetzt, wodurch das vorſtehende beſtimmte Inte— 


gral übergeht in 
2 te 
—— dt; 


und wenn man nun eine Tafel entwirft, welche für fort 
ſchreitende Werthe von £ die zugehörigen Werthe dieſes letz 
ten Integrals enthält, ſo hat man für jeden beſtimmten 
Fall der Anwendungen nur nöthig, die ſämmtlichen Werthe 
von t durch den beſonderen Werth der Conſtante h zu di— 
vidiren, um die Werthe des obigen Integrals durch die 
fortſchreitenden Werthe von 2 ausgedrückt zu erhalten. 
Eine ſolche Tafel iſt die folgende. 


Für t 255 erſcheint hier der Werth 1,000, welcher ſtreng 
genommen erſt für t= 00 gültig iſt; das hat offenbar 
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darin ſeinen Grund, daß die Werthe des beſtimmten Inte— 
grals nur mit drei Decimalſtellen aufgeführt worden ſind. 


Dieſe Tafel gilt unmittelbar für den Fall, wo das 
Maß der Präcifion gegebener Beobachtungen, d. h. A, den 
Werth beſitzt; und fie liefert z. B. für die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daß der Beobachtungsfehler abſolut genommen den 
Werth 0,1 nicht überſchreite, die Zahl 0,112; für die Wahr- 
ſcheinlichkeit, daß der Beobachtungsfehler ebenſo den Werth 
0,2 nicht überſchreite, die Zahl 0,223 ꝛc. Mit anderen 
Worten, man darf erwarten, daß bei Beobachtungen, denen 
das Maß der Präciſion A= 1 entſpricht, unter je 1000 
Beobachtungsfehlern 112 zwiſchen — 0,1 und 0,1 fallen; 
223 zwiſchen — 0,2 und 0,2 x. Oder auch, nach einer 
anderen in der Wahrſcheinlichkeitsrechnung gebräuchlichen 
Ausdrucksweiſe, man kann 112 gegen 888 wetten, daß der 
Fehler einer Beobachtung von der angegebenen Prätiſion 
weniger als 0,1 betrage; oder 223 gegen 777, daß der 
Fehler weniger als 0,2 betrage ꝛc. 


Wenn ; nicht den Werth 1 hat, fo iſt hier überall an 
die Stelle von 0,1, 0,2, ꝛc. reſp. zu ſetzen 2 N c. 

§. 12. Von beſonderer praktiſchen Wichtigkeit für ge= 
gebene Beobachtungen iſt die Beſtimmung eines Werthes 
von 4 von ſolcher Beſchaffenheit, daß die Wahrſcheinlichkeit, 
daß dieſer Werth abſolut genommen nicht überſchritten werde, 
genau den Werth 4 erhält, d. h. gleich derjenigen Wahr— 
ſcheinlichkeit wird, daß dieſer Werth wirklich überſchritten 
werde. Man nennt dieſen Werth den wahrſcheinlichen 
Fehler der in Rede ſtehenden Beobachtungen. Mithin 
kann man von dem wahrſcheinlichen Fehler ausſagen, daß 
er derjenige Fehler ſei, welcher bei gegebenen Beobachtungen 
eben fo leicht überſchritten, wie nicht erreicht wird. Oder 
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auch, man kann 1 gegen 1 wetten, daß der Fehler einer 
Beobachtung abſolut gen ſowol unter, als über dem 
wahrſcheinlichen Fehler bleibt. 
Bezeichnet man den wahrſcheinlichen Fehler von Beob⸗ 
achtungen, deren Präcifion A iſt, mit r, ſo hat man r aus 
der Bedingung zu beſtimmen, daß ' 


2h 4 
pe e FE 


oder wenn man wieder t ſetzt, und dem Werthe r 
der Werth t- entſpricht, fo kann man ſtatt dieſer Gleis 
chung auch ſchreiben 


8 2 
e d= 


2 


5 
Vx 
Aus der Tafel des 25 Paragraphen erkennt man 


aber ſogleich, daß der geſuchte Werth von e zwiſchen 0,4 
und 0,5 enthalten iſt. Eine genauere Interpolirung gibt 


( = 0,4769360 


als Werth des wahrſcheinlichen Fehlers, welcher einer Prä— 
ciſion A= 1 der Beobachtungen entſpricht. Und daraus 
folgt allgemein 
0,4769360 

— 


als Werth des wahrſcheinlichen Fehlers für eine Präciſion 
h=h der Beobachtungen, d. h. als Werth desjenigen Feh⸗ 
lers, welcher abſolut genommen bei dieſen Beobachtungen 
eben fo leicht überſchritten, wie nicht erreicht wird. 
In der obigen Curve bedeutet der wahrſcheinliche Fehler 
augenscheinlich diejenige poſitive oder negative Abfeiffe, deren 
zugehörige Ordinate reſp. die von x = 0 bis x o, 


. 
ur 
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oder von 2 0 bis 2 = — O ſich 288 Fläche der 
Curve in zwei gleiche Theile zerſegt. 

§. 13. Der wahrſcheinliche Fehler * gegebener Beob⸗ 
achtungen, welcher vermöge des Vorigen mit der Präcifion 
h dieſer Beobachtungen durch die Gleichung hr = zuſam⸗ 
menhängt, in welcher o die Zahl 0,4769360 bedeutet, iſt der 
Größe * umgekehrt proportional, und bietet ſich mithin 
gleichfalls als ein BR" dar, um daran die Güte der 
Beobachtungen zu meſſen. Je kleiner der Werth des wahr— 
ſcheinlichen Fehlers ausfällt, d. h. desjenigen Fehlers, welcher 
bei Beobachtungen der vorliegenden Art abſolut genommen 
eben ſo leicht überſchritten wie nicht erreicht wird, deſto 
raſcher wird die Curve des §. 6 mit wachſenden abſoluten 
Werthen von » ſich der Achſe der * zu nähern ſuchen, und 
deſto ſeltener wird man mithin Beobachtungsfehler von be— 
trächtlicher Größe erwarten dürfen. Ueberdies kann man 
immer, ſobald eine Anzahl von Beobachtungsfehlern gegeben 
vorliegt, zu einer angenäherten Kenntniß des wahrſchein— 
lichen Fehlers auf folgende ſehr einfache Weiſe gelangen. 
Man ordnet ſämmtliche Fehler nach ihrer abſoluten Größe, 
und ſucht denjenigen unter ihnen heraus, welcher eben fo 
oft überſchritten wie nicht erreicht wird; dieſer iſt ſodann 
der wahrſcheinliche Fehler. Eine ſolche Beſtimmung bleibt 
zwar immer mehr oder weniger ſchwankend, hauptſächlich 
deßhalb, weil die gegebenen Beobachtungsfehler in endlichen 
Intervallen auf einander folgen, und daher eine Unſicher— 
heit innerhalb eines ſolchen Intervalles übrig bleiben muß. 
Indeſſen überſieht man leicht, daß dieſes Verfahren der Wahr- 
heit deſto näher führen wird, je größer die Anzahl der ge= 
gebenen Beobachtungsfehler war. 

Die Bedeutung, welche hiernach der wahrſcheinliche 
Fehler für die Anwendungen erhält, macht es wünſchens— 
werth, der Tafel des §. 11 eine ſolche Anordnung zu geben, 
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daß die Größe t nach Theilen und Vielfachen von e fort- 
ſchreitet. Eine ſolche Tafel iſt die folgende. Da man übri⸗ 


gens aus dem Obigen hat 2 = — ſo wird die Tafel durch 


dieſe neue Anordnung unabhängig von der Güte der Beob- 
achtungen, und man kann alſo aus ihr allgemein die Wahr- 
ſcheinlichkeit, daß der Beobachtungsfehler bei Beobachtun— 
gen irgend welcher Art abſolut genommen einen gewiſſen 
Werth nicht überſchreite, entnehmen, vorausgeſetzt, daß 
dieſer Werth durch Theile und Vielfache des wahrſchein— 
lichen Fehlers derſelben Beobachtungen ausgedrückt gege— 
ben iſt. 

Nach dieſer Tafel iſt z. B. die Wahrſcheinlichkeit, daß 
der Beobachtungsfehler abſolut genommen 0,1 des wahr— 
ſcheinlichen Fehlers nicht überſchreite, gleich 0,054; ebenfo 
die Wahrſcheinlichkeit, daß der Beobachtungsfehler 0,2 des 
wahrſcheinlichen Fehlers nicht überſchreite, gleich 0,107 ꝛc. 
Oder man darf bei Beobachtungen jeder Art erwarten, daß 
von je 1000 Beobachtungsfehlern 54 abſolut genommen 
unter 0,1 des wahrſcheinlichen Fehlers betragen werdenz 
ebenſo 107 unter 0,2 des wahrſcheinlichen Fehlers ꝛc. Oder 
endlich man kann bei Beobachtungen jeder Art 54 gegen 
946 wetten, daß ein zu erwartender Beobachtungsfehler 
weniger als 0,1 des wahrſcheinlichen Fehlers betragen werde; 
ebenſo 107 gegen 893, daß derſelbe weniger als 0,2 des 
wahrſcheinlichen Fehlers betragen werde; u. ſ. f. 
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0,264 50 3,0 
0314 | 3,1 
0.303 45 3,2 
01 15 3,3 
0,56 3,4 
0, U un- m 3,5 
0,542 ji 3,6 
0,582 3,7 
0,619 a 3,8 
0,655 35 3,9 
0,688 | 7 4,0 
0,719 | ,, 4,1 
0,738 25 4,2 
07 4,3 
0,800 | 25 4,4 
0,823 2 4,5 
0,843 19 4,6 
0,862 | .. 4,7 
0,879 | 5 4,8 
0,895 15 4,9 
0,908 5,0 
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Die beiden hier aufgeführten Tafeln finden ſich aus⸗ 
führlicher in dem Berliner aſtronomiſchen Jahrbuche für 
1834. 


II. Beſtimmung der wahrſcheinlichſten Werthe unbekannter 
Größen aus gegebenen Beobachtungen. 


§. 14. Nach dieſen allgemeinen Betrachtungen über 
die Natur der Beobachtungsfehler und die Wahrſcheinlich— 
keit ihres Vorkommens möge jetzt das allgemeine Problem 
des §. 2 wieder aufgenommen werden, welches den eigent— 
lichen Zweck dieſer Unterſuchungen ausmachen ſoll. Es 
wurde dort eine beliebige Function F, welche von den n 
unbekannten Conſtanten a, ö, e, ꝛc. und den Veränderlichen 
u, v, w, 2. abhängig iſt, ihrer analytiſchen Form nach als 
gegeben vorausgeſetzt, und ferner wurde die Annahme ge- 
macht, man kenne durch Beobachtungen eine Reihe von 
Werthen dieſer Function E, nämlich 

M,, M, M, M., ꝛc., 

welche gegebenen Werthen der Veränderlichen u, v, w, ꝛc. 
entſprechen, und deren Anzahl m größer als n ſei. Die 
Aufgabe war ſodann, aus dieſen Beobachtungen diejenigen 
Werthe der Conſtanten a, ö, e, ze. zu beſtimmen, welche 
den unbekannten wahren Werthen derſelben ſo nahe wie 
möglich kommen. 

So lange man die wahren Werthe der Conſtanten 
a, ö, c, ꝛc. und folglich auch die wahren Werthe, welche in 
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den einzelnen Beobachtungen die Function F annehmen 
muß, als bekannt vorausſetzt, fo kann man jeder Abwei- 
chung eines beobachteten Werthes M von dem entſprechenden 
wahren Werthe F, d. h. jedem Beobachtungsfehler F— N 
e, vermöge der Entwickelungen des vorigen Abſchnitts 
eine beſtimmte Wahrſcheinlichkeit beilegen, welche ſchon vor 
der Beobachtung die Leichtigkeit feines Eintreffens im Ver- 
gleich mit der Leichtigkeit des Eintreffens aller möglichen 
Beobachtungsfehler ausdrückt. Dieſe Wahrſcheinlichkeit iſt 
ſowol von der Größe dieſes Fehlers, oder &, als auch von 
dem Maße der Präciſion der in Rede ſtehenden Beobach— 
tung, oder A, abhängig, und ihr allgemeiner Ausdruck iſt 
nach §. 9 
W = — Fr de. 
* 
Nun iſt unter den vorliegenden Vorausſetzungen eine Reihe 
von Beobachtungen gegeben, und dieſer entſpricht eine Reihe 
von Beobachtungsfehlern 
Fi. — MI =, F — MH. = , Ja — M = a, 1; 

und wenn man die Annahme macht, daß alle dieſe Beob⸗ 
achtungen unter gleich günſtigen Umſtänden angeſtellt wor⸗ 
den find, fo daß allen derſelbe Werth von A zugehört, ſo 
werden die Wahrſcheinlichkeiten, mit denen man vor der 
Beobachtung dieſe Fehler einzeln erwarten darf, reſp. aus⸗ 
gedrückt werden durch 
6 7 de, erde, ed 

$. 15. Hierauf geſtützt muß nun zunächſt die Frage 
erhoben werden nach derjenigen Wahrſcheinlichkeit 2, welche 
vor der Beobachtung dem gleichzeitigen Vorkommen aller 
dieſer von einander unabhängigen Beobachtungsfehler zuge— 
ſchrieben werden muß. 
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Da der Ausdruck der Wahrſcheinlichkeit ſtets ein ächter 
Bruch iſt, ſo ſei für einen Augenblick — der ächte Bruch, 
welcher die Wahrſcheinlichkeit des Beobachtungsfehlers u, 
und — der ächte Bruch, welcher die Wahrſcheinlichkeit des 


Beobachtungsfehlers . ausſpricht. Das heißt, unter je 4 
möglichen Fällen gibt es p Fälle, in denen der Fehler zı 
eintritt; folglich unter je gs möglichen Fällen gibt es ps 
Fälle, in denen derſelbe Fehler 2, eintritt. Aber unter je 
s möglichen Fällen gibt es r Fälle, in denen der Fehler 
%, eintritt; folglich unter je ps möglichen Fällen gibt es 
pr Fälle, in denen derſelbe Fehler 4, eintritt. Mithin 
werden unter je gs möglichen Fällen pr Fälle vorkommen, 
in denen die Fehler : und ©, zugleich eintreten. Oder 
mit anderen Worten, die Wahrſcheinlichkeit für das gleich— 
zeitige Vorkommen der Fehler ©, und ©, iſt gleich dem 


Producte — ihrer Wahrſcheinlichkeiten und 7 einzeln ge= 


nommen. Dehnt man dieſe Schlußweiſe weiter auf drei, 
vier, 2c. Fehler aus, fo wird man allgemein als Ausdruck 
der Wahrſcheinlichkeit für das gleichzeitige Vorkommen dieſer 
Fehler das Product derjenigen Wahrſcheinlichkeiten erhalten, 
welche dieſen Fehlern einzeln genommen entſprechen *). 


) um dieſen Satz und den am Schluſſe des §. 8 zur Anwendung 
gekommenen Satz der Wahrſcheinlichkeitsrechnung gehörig aus ein⸗ 
ander zu halten, bemerke man: 

Wenn die Wahrſcheinlichkeiten mehrerer von einander unab⸗ 
hängigen Greigniffe A, B, C, x. einzeln gegeben find, fo iſt die 
Wahrſcheinlichkeit, daß irgend eins von dieſen Ereig⸗ 
niſſen eintrete, gleich ihrer Summe; dagegen die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daß alle dieſe Ereigniſſe zugleich eintreten, gleich 
ihrem Product. 
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Demnach erhält man für die Wahrſcheinlichkeit L, daß 
in dem Inbegriffe von m von einander unabhängigen Beob— 
achtungen die Beobachtungsfehler , 22, 23, . ... n eins 
treten werden, denen einzeln genommen die Wahrſcheinlich— 
keiten on, o, @, .... On zugehören, den Ausdruck 

UN NR „oh 
oder vermoͤge des rt Paragraphen 


h a 
2 1 —Rz, d. 5 -I amd. 
re an: Fre dy e * 
oder endlich 


2 == ( e. en tem), 


$. 16. Der vorſtehende Ausdruck für L iſt unter der 
Vorausſetzung entſtanden, daß man die wahren Werthe der 
Conſtanten a, 6, c, x. kenne, und er ſpricht unter dieſer 
Vorausſetzung die Wahrſcheinlichkeit aus, daß bei der Beob— 
achtung der verſchiedenen Werthe der Function F die Beob— 
achtungsfehler , 22, ds, x. eintreten werden. Nun aber 
liegt die Aufgabe des §. 2 umgekehrt. Man kennt lediglich 
die Werthe Au, M,, M;, x. welche ſich ſtatt der wahren 
Functionswerthe in den einzelnen Beobachtungen ergeben 
haben. Dagegen find jene Conſtanten a, 5, e, ꝛc. unbe— 
kannt, ebenſo wie die wahren Werthe der Function F, welche 
den einzelnen Beobachtungen entſprechen; folglich auch die 
wahren Werthe der Beobachtungsfehler, und endlich auch 
der von dieſen abhängige Werth von 2. Wollte man für 
a, ö, e, x. willkürliche Annahmen treffen, fo würden damit 
ſofort alle dieſe Größen, und folglich auch 2, beſtimmt fein; 
andere Annahmen für a, 5, o, ꝛc. werden im allgemeinen 
andere Werthe dieſer Größen hervorgehen laſſen; die Größe 
L erſcheint alſo hier als eine Function der Conſtanten 
a, b, e, ꝛc., und die vorliegende Aufgabe kommt mithin 

Navier, Diff.» und Integralr. II. Band. 24 
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jetzt auf die Frage hinaus, welcher Auswahl von Werthen 
für dieſe Conſtanten man werde den 15 5 zu n 
haben. 


Ein leitendes Princip für dieſe Auswahl ic ſich 
wieder durch Zuziehung des Begriffs der Wahrſcheinlichkeit. 
Es iſt an ſich klar, daß auf Grund der bekannten Beob— 
achtungswerthe M., Ma, Ms, ꝛc., nicht jede beliebige Com- 
plerion von Werthen für die Conſtanten a, 5, o, ꝛc., deren 
Anzahl von derjenigen der Beobachtungen übertroffen wird, 
gleich zuläſſig ſein kann, daß man vielmehr unter dieſen 
Complexionen nach der größeren oder geringeren Wahr— 
ſcheinlichkeit zu unterſcheiden hat, welche ihnen auf Grund 
der bekannten Beobachtungswerthe beigelegt werden muß. 
Iſt das Geſetz dieſer Wahrſcheinlichkeiten bekannt, ſo wird 
diejenige Complexion von Werthen der Conſtanten a, 5, e, ꝛtc., 
welcher das Maximum der Wahrſcheinlichkeit entſpricht, die 
geſuchte ſein. 


§. 17. Zur Ausmittelung des Ausdrucks für die 
Wahrſcheinlichkeit, welche den einzelnen Complexionen von 
Werthen der Conſtanten a, 5, e, 2. auf Grund der ge— 
gebenen Beobachtungen ä igchead ift, gelangt man auf 
folgende Weiſe. 


Es ſeien allgemein U, U, U”, ꝛc. diejenigen Urſachen, 
welche einen verlangten Erfolg E hervorbringen. Dieſe 
Urſachen werden an ſich, d. h. bevor ein Erfolg eingetreten 
iſt, als gleich möglich vorausgeſetzt, und es wird angenom— 
men, daß jede die andere ausſchließt. Die Urſache U habe 
9 unter ſich gleich mögliche Erfolge, unter denen p mal der 
Erfolg E vorkomme. Ebenſo mögen die Urſachen U’, U” x. 
reſp. 9, , 20. ſowol unter ſich als mit den vorigen gleich 
mögliche Erfolge haben, unter denen reſp. p', p’, ꝛc. mal 
der Erfolg E vorkomme. So lange nun noch kein Erfolg. 
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eingetreten iſt, ſo hat man für die Wahrſcheinlichkeit des 
Erfolgs E unter der Vorausſetzung der Urſache U, oder U’, 
oder U, reſp. die Ausdrücke 

. 75 

Sobald aber der Erfolg E wirklich eintritt, fo werden die 
e der 5 U, U, U", x. reſp. 


Free P+P- 7 F. r 5 
Da aun die Urſachen, bevor ein Erfolg da war, für gleich 
möglich gelten, ſo hat man überdies 

f . 
Mithin ſind 1) die Wahrſcheinlichkeiten der Urſachen, denen 
ein gegebener Erfolg zugeſchrieben werden kann, proportio— 
nal denjenigen Wahrſcheinlichkeiten, mit welchen dieſer Er— 
folg unter Vorausſetzung jener Urſachen einzeln genommen 
erwartet werden durfte. 


Ferner kann man ſtatt der vorigen Ausdrücke für die 
cen e der Urſachen U, U, U", ꝛc. reſp. auch 
ſchreiben 

7 pP ai 

Ze „ae Kol a Elan. mem: 
D Sager, N e 
e 
Mithin iſt 2) die Wahrſcheinlichkeit einer jeden Urſache, der 
ein gegebener Erfolg zugeſchrieben werden kann, gleich der— 
jenigen Wahrſcheinlichkeit, mit welcher dieſer Erfolg unter 
Vorausſetzung jener Urſache erwartet werden durfte, dividirt 
durch die Summe aller Wahrſcheinlichkeiten, welche demfel- 
ben Erfolge unter Vorausſetzung aller möglichen Urſachen, 
die ihn herbeiführen können, entſprechen. 


Ba 


age 
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In der vorliegenden Aufgabe iſt jede Urſache, oder U, 
einerlei mit irgend einer Complexion von Werthen der Con— 
ſtanten a, ö, o, ꝛc.; der Erfolg, oder E, iſt gleichbedeutend 
mit der Complexion der beobachteten Werthe M,, Ma, Ms, ꝛc. 
der Function F; und endlich die Wahrſcheinlichkeit dieſes 
Erfolges unter Vorausſetzung jener, Urſache wird nach §. 15 
ausgedrückt durch die Größe 


2 A tet te), 


welche eine Function von a, ö, e, ꝛc. iſt. Vermöge des fo 
eben bewieſenen Satzes erhält man alſo für die Wahrſchein— 
lichkeit, daß dem Eintreten der beobachteten Werthe M,, Mr, 
A, 2. der Function F irgend eine beliebige Complexion 
von Werthen der Conſtanten a, 6, , ꝛc. zum Grunde ge— 
legen habe, den Ausdruck 

2 

(Y; 
wo in Zähler für die Conſtanten a, 5, c, ꝛc. die in Rede 
ſtehenden Werthe, für welche man die Wahrſcheinlichkeit 
ſucht, im Nenner dagegen für dieſelben Conſtanten nach und 
nach alle möglichen Werthe von — 00 bis + 00 zu ſetzen 
ſind. Dieſer Nenner kann aber nur unter der Form eines 
beſtimmten Integrals vollſtändig ausgedrückt werden, und 
man hat alſo ſtatt des vorſtehenden Bruches zu ſchreiben 


2 Ada 4a dle 


a F En. Q da db de. 
— 0 


7 man den Nenner dieſes letzten Bruchs zur 
Abkürzung mit 4, fo daß A eine Conſtaute bedeutet, welche 
durch die Bedingung beſtimmt wird 
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00 [0 0) 
/ Fi ee . 
00 9 —00U 00 


ſo erhält man endlich als Ausdruck für die Wahrſcheinlich— 
keit irgend einer Complexion von Werthen der Conſtanten 
a, ö, c, ꝛt. 

* da dh de. 
welcher eine Function der in Rede ebenen Werthe von 
u, , c, ac. 

Man bemerkt noch leicht, daß die Größe L ſelbſt hier 
wie der Ausdruck für die relative Möglichkeit der nämlichen 
Complexion von Werthen der Conſtanten a, ö, c, ꝛc. ange— 
ſehen werden kann. 


$. 18. Mit Hülfe dieſer letzten Entwickelung ergibt 
ſich nun zur Löſung der Aufgabe des §. 2 der geſuchte Weg, 
um auf Grundlage der gegebenen Beobachtungswerthe M., 
Ma, Ms, x. der Function F Werthe für die Conftanten a, 
b, c, x. zu ermitteln, welche den unbekannten wahren Wer— 
then dieſer Conſtanten ſo nahe wie möglich kommen. Man 
wird nämlich unter allen denkbaren Complexionen von Wer— 
then der Conſtanten a, ö, e, ꝛc. diejenige zu wählen haben, 
für welche der Ausdruck ihrer Wahrſcheinlichkeit, nämlich 

* N da dh de. 

zu einem Maximum wird. Dieſer Ausdruck kann aber nur 


dadurch zu einem Maximum werden, daß der Ausdruck der 
entſprechenden relativen Möglichkeit, oder 


ou 1 Pa u Bu ine, 2) 
für dieſelbe Complexion von Werthen der Conſtanten a, 5, 
c, ꝛc. gleichfalls zu einem Maximum wird. Und damit dir= 


ſes letztere eintrete, iſt aus dem Bau dieſes Ausdrucks ſofort 
klar, daß der im Exponenten enthaltene Factor 
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tm: Hr? +... n: = 2 () 
für dieſelbe Complexion von Werthen der Conſtanten a, 5, 
e, x. zu einem Minimum werden muß. Man hat alſo 
den Satz: 
Unter allen Annahmen für die Werthe der 
Conſtanten a, b, e, ꝛc. iſt diejenige die 
wahrſcheinlichſte, welche die Summe der 
Quadrate aller Beobachtungsfehler oder 
(x?) zu einem Minimum macht. 

Dieſer Satz bildet den Mittelpunkt der Methode der 
kleinſten Quadrate, welche eben daher ihren Namen erhal- 
ten hat. 

§. 19. Das vorſtehende Reſultat erhält eine geringe 
Modification, wenn man nicht mehr wie im S. 14 die An- 
nahme machen darf, daß alle Beobachtungen unter gleich 
günſtigen Umſtänden angeſtellt worden ſeien, d. h. wenn 
nicht mehr allen Beobachtungen derſelbe Grad der Präcifion 
oder h entſpricht. Es ſeien u, *, Az, ꝛc. die verſchiedenen 
Werthe von *, welche den beobachteten Werthen M,, Mr, 
Ms, ꝛc. zugehören. Sodann verwandeln ſich die Ausdrücke 
des §. 14 für on, o, os, dc. in 5 


h hir 1 2 h 2 
ie d, ee d, n = e Ad, t. 
N r U * 


und der Ausdruck für L im §. 15 wird 
dx * zu 2 27 2 1 2,8 
2 = H RAS Ge et 4 ＋ I “r, +) 


Soll nun vermöge des vorigen Paragraphen diefer 
Ausdruck zu einem Maximum werden, ſo iſt klar, daß die 
Summe 

11 + ht? E Ri A2 4... = Dh:) 
zu einem Minimum werden muß. Oder die wahrſcheinlichſte 
Annahme für die Werthe der Conſtanten a, 5, e, ꝛc. wird 
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jetzt diejenige fein, welche die Summe der Quadrate aller 
Producte, von denen jedes aus einem Beobachtungsfehler 
und dem zugehörigen Grade der Prätiſion gebildet iſt, zu 
einem Minimum macht. 

Es iſt jedoch leicht, die Betrachtung dieſes Falles immer 
auf die des vorigen Paragraphen zurückzuführen. Man 
denke ſich nämlich unter k eine Größe von der Beſchaffen— 
heit, daß die Quotienten 

2 2 2 


ſämmtlich ganze Zahlen werden, welche der Reihe nach mit 
9 


Ji, Ja, 98, Lc. 
bezeichnet werden mögen. Durch Einführung dieſer Zahlen 
verwandelt ſich der vorige Ausdruck für L in 


2 ill t er Pa a ur a Fu 


und damit diefer Ausdruck zu einem Marimum werde, muß 
der im Exponenten enthaltene Factor 


gi E - 9 . er:), 
zu einem Minimum werden. Dieſe Forderung kommt aber 
auf diejenige des vorigen Paragraphen zurück. Man hat 
nämlich nur nöthig die Sache ſo anzuſehen, als ob die An— 
zahl der gegebenen Beobachtungen 9. + 92 + 95 + 1. be⸗ 
trage, denen ſämmtlich derſelbe Werth der Präcifion * zu— 
gehört, und unter denen 9 den Beobachtungsfehler u, 9a 
den Beobachtungsfehler u, g5 den Beobachtungsfehler , ꝛc. 
geliefert haben. Die numeriſchen Coefficienten 9, 92, 95, 2%, 
welche hiernach die relative Güte der einzelnen Beobachtun— 
gen charakteriſiren, werden die Gewichte dieſer Beobach— 
tungen genannt. Man kann alſo auch ſagen, daß m Be- 
obachtungen, welche für die Function F reſp. die Werthe 
M, mit dem Gewicht 97, A. mit dem Gewicht ga, Ms mit 
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dem Gewicht 95, ꝛc. geliefert haben, für den Zweck der Be— 
rechnung der wahrſcheinlichſten Werthe der Conſtanten a, b, 
e, 2c. gleichbedeutend find mit 9. + 92 + 9 c. Beobach— 
tungen, unter denen g, dem Werthe M,, 9 dem Werthe 
H., 95 dem Werthe Ms, ꝛc. ſämmtlich mit dem Gewicht 1 
genommen, zugehören. 

Aus der Definition des Gewichts kann man überdies 
ſchließen, daß die Gewichte zweier Beobachtungen ſich zu 
einander verhalten wie die Quadrate der Präcifionen die— 
ſer Beobachtungen. 


Anmerkung. Die Beſtimmung der Gewichte, welche, 


wie man leicht erkennt, überall wo Beobachtungen von 
verſchiedener Güte in dieſelbe Rechnung eingehen ſollen, 
vor jeder weiteren Rechnung vorgenommen werden muß, 
iſt in der Regel mit einer größeren oder geringeren Un— 
ſicherheit verbunden, und erfordert eine große Unbefan= 
genheit des Urtheils, damit alle die verſchiedenartigen 
Beobachtungen begleitenden Umſtände zur numeriſchen 
Abſchätzung der relativen Güte dieſer Beobachtungen ge⸗ 
hörig in Betracht gezogen werden. Der leitende Gedan— 
ken für dieſe Beſtimmung iſt folgender. 

Geſetzt man habe bei zwei Beobachtungen von uns 
gleicher Genauigkeit die Ueberzeugung gewonnen, daß ein 
gewiſſer Fehler 2 in der einen Beobachtung, deren Prä⸗ 
eifion mit A bezeichnet werden mag, eben jo leicht mög⸗ 
lich ſei im Vergleich mit dem Beobachtungsfehler 0, wie 
der Fehler * in der anderen Beobachtung, deren Prä⸗ 
eifion gleich A ſei. Sodann hat man aus dem Begriffe 
der relativen Möglichkeit, §. 6, 


lar —— 
e — 5 


folgli . 
A ν kz, d. i. B: K H: , 


worin das Verhältniß der Gewichte beider Beobachtun⸗ 
gen ausgeſprochen liegt. 
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Es ſeien z. B. zu Winkelmeſſungen, welche in die— 
ſelbe Rechnung eingehen ſollen, zwei verſchiedene Theo— 
doliten benutzt, von denen der eine Ableſungen von 20 
Seeunden zuläßt, der andere aber mit derſelben Zuver— 
läſſigkeit nur Ableſungen von 1 Minute. Die Grade 
der Präcifion, welche den DRS mit dieſen beiden 
Theodoliten entſprechen, ſeien reſp. A und *. Sodann 
hat man 


7 118, 
alfo vermöge des Vorigen 
N: 2 2 9:1, 


d. h. die Gewichte dieſer beiden Gattungen von Beobach- 
tungen find reſp. 9 und 1, wenn man der Rechnung 
denjenigen Grad der Präciſion zum Grunde legt, welche 
den Beobachtungen der zweiten Art entſpricht. Mit an⸗ 
deren Worten, jede Meſſung mit dem erſten Theodoliten 
iſt 9 Meſſungen mit dem zweiten Theodoliten gleich zu 
achten, und ſo in die Rechnung einzuführen. 

Oder es ſeien verſchiedene Längen, welche in dieſelbe 
Rechnung eingehen ſollen, durch unmittelbare Anlegung 
eines Maßſtabes (z. B. durch die Meßkette) beſtimmt, 
und man verſtehe unter q einen gewiſſen charakteriſti- 
ſchen Fehler der einzelnen Anlegung des Maßſtabes, 
etwa den wahrſcheinlichen Fehler derſelben, oder auch 
einen äußerſten Fehler, der bei der jedesmaligen Anle— 
gung des Maßſtabes nicht leicht überſchritten wird. 
Wenn nun die eine Länge u und die andere 7’ Anle⸗ 
gungen des Maßſtabes erfordert, ſo iſt in der erſten 
Länge der Fehler & = na eben fo leicht, möglich, wie 
90 der zweiten Länge der Fehler & = d, oder man 
at 


D n n, 
woraus wie oben folgt 
ka: k n , 


d. h. die Gewichte der beiden Längenmeſſungen verhal⸗ 
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ten ſich umgekehrt wie die Quadrate der Längen, und 
werden unmittelbar durch die umgekehrten Werthe dieſer 
Quadrate ſelbſt ausgedrückt, wenn man der Rechnung 
denjenigen Grad der Präcifion zum Grunde legt, welcher 
der einmaligen Anlegung des Maßſtabes entſpricht. 


§. 20. Die weitere Rechnung zur Beſtimmung der 
wahrſcheinlichſten Werthe der unbekannten Conſtanten a, ö, 
o, ꝛc. ſtützt ſich, vermöge des im §. 18 aufgeſtellten Funda— 
mentalſatzes, auf die Lehre von den Maximis und Minimis, 
welche in der Differentialrechnung erörtert wird. Man hat 
nämlich die Differentialverhältniſſe oder derivirten Functionen 
von der Function 

tm? .. A.), 

welche zu einem Minimum werden ſoll, in Bezug auf jede 
der zu beſtimmenden Größen a, ö, e, ꝛc. einzeln gleich Null 
zu ſetzen. Dadurch erhält man Gleichungen, deren Anzahl 
genau derjenigen der zu beſtimmenden Größen gleichkommt; 
alſo können daraus dieſe letzteren durch das gewöhnliche 
Eliminationsverfahren hergeleitet werden. 

Die Rechnung geſtaltet ſich am einfachſten, wenn die 
Function F lineär iſt in Bezug auf die geſuchten Conſtan— 
ten a, 5, c, x. Es ſei dieſe Function von der Form 


＋ = au E b ＋ cο - ꝛc., 

wo u, b, w, ꝛc. die unabhängigen Veränderlichen bezeichnen. 
Dieſe Veränderlichen nehmen in den einzelnen Beobachtungen 
die beſonderen Werthe ur, vi, Wı, ꝛc. ; u, da, Wa, %5 
5, bs, Ws, 2c. ꝛc. an, und dieſen entſprechen reſp. die be= 
obachteten Werthe Mi, Mu, As, 2. der Function F. Die 
Beobachtungsfehler &, Kg, 25, ꝛc. find die Differenzen zwi- 
ſchen dieſen beobachteten Werthen und den wahren Werthen 
der Function F. Die Anzahl der Beobachtungen iſt m und 
größer als die Anzahl en der unbekannten Conſtanten a, 
5, o, ꝛc. j 
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Nun hat man als Ausdruck der Bedingung, daß die 
Function (rz) ein Minimum werden ſoll, die n Glei- 


chungen 
(e) dia?) dia?) 
F 


oder wenn man ausführt 
21 . 2 + 5 tu. —=0 
x be ri 4 4 4 ben == 
40 R ’ ab 


dr. 
2 ha 2407 ah —=() 
de. 


Außerdem liefern die Ausdrücke für die Beobachtungsfehler 
4, a, T, ı. mit Rückſicht auf die gegebene Form der 
Function F folgende m Gleichungen 

41 — HMI ＋ au ＋ bv +ew - ec. 

41 — MI ＋ du ＋ (5 ＋ cb. + u. 

= A. T aue + d row + dc. 

2c. 


und wenn man dieſelben in Bezug auf a, ö, c, ꝛc. diffe⸗ 
rentiirt, fo folgt s 


de, dr 

zn Pi, de Fun a 
dt dz de, __ 
„ TO 
da dr. 

= ug, ae 5g, 4 03, d 
26H; ; 


Durch Subſtitution aller dieſer Werthe verwandeln 
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fi) die obigen u Bedingungsgleichungen für das Eintreten 
des Minimum von X( =) in folgende 
as(u) + bE(uv) + c&(uw) + x. = Z(uM) 
a:(uo) + DC) + c&(ew) - at. = (om) 
a&(uw) + bL(vw) + cE(w*) + x. = Nl) 
2. 
deren Auflöfung für a, 5, c, ꝛc. unmittelbar die gefuchten 
wahrſcheinlichſten Werthe dieſer Conſtanten kennen lehrt. 
Die Bedeutung der Summen Zu?), Z(uv), ꝛc. ift hier 
ſofort klar. Jede dieſer Summen enthält ſo viel Glieder 
als Beobachtungen gegeben ſind, und dieſe Glieder ſelbſt ſind 
reſp. durch die Data der einzelnen Beobachtungen gegeben. 


$. 21. Um die Beſtimmung der wahrſcheinlichſten 
Werthe der geſuchten Conſtanten in einigen beſonderen 
Fällen zum Abſchluß zu bringen, möge zuerſt der Fall be— 
trachtet werden, wo nur eine einzige Conſtante, a, zu be— 
ſtimmen iſt, alſo die Function F die Geſtalt hat 

F= au. 

Man hat ſodann in der Rechnung des vorigen Para= 
graphen alle beſonderen Werthe von v, w, x. gleich Null 
zu ſetzen, und erhält mithin zur Beſtimmung des wahr- 
ſcheinlichſten Werthes von a die einzige Gleichung 

(u = Z(uM), 
aus welcher folgt 
da 
Di) 


Es ſei z. B. die unbekannte Conſtante a ein Winkel, 
den man aus mehreren unter gleich günſtigen Umſtänden 
angeſtellten Meſſungen zu Wan ſucht. Man Habe ge= 
funden 
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1) durch 6 malige Repetition 3080 43° 100 
Me 70 360 10° 20 
S. 0 „ 5 514 31° 40“ 
und betrachte nun dieſe drei Werthe wie die beobachteten 
Werthe M der Function F= au, wo w refp. die Werthe 
6, 7, 10 hat. Sodann wird 
(u) = 6. 30843 10 7. 360 10 20” + 10. 51431˙40“ 
— 9518 48 0“, 
(uz) = 36 + 49 + 100 = 185, 
folglich der wahrſcheinlichſte Werth des geſuchten Winkels 
95180 48 00 


= 512710, 7.) 


Berechnet man mit Hülfe dieſes Werths von à die 
einzelnen Werthe der Function Y = an und fubtrahirt 
davon die entſprechenden beobachteten Werthe, oder V, fu 
erhält man für die Beobachtungsfehler 


u =— 5, 8 folglich 1 22 38, 64 
a = 5, 1 9 2 = 26,01 
0 = —— 7. 0 g en 49, 00 


und man hat kraft der eingeſchlagenen Methode die Ge— 
wißheit, daß die hier entſtehende Summe der Quadrate 


) Die drei Beobachtungen einzeln genommen geben für @ reſp. die 
Werthe 
SA N 
510 27 11, 4 
51027 10, 0. 

Will man dieſe Zahlen als Beobachtungswerthe der obigen 
Rechnung zum Grunde legen, ſo muß man denſelben reſp. die 
Quadrate 36, 49, 100 als Gewichte beifügen, und hat ſo mit 
Rückſicht auf $. 19 ein Beiſpiel zu dem nächſtfolgenden $. 22, 
welches denſelben wahrſcheinlichſten Werth für @ liefert wie oben. 
Man ſehe jedoch hierüber die Anmerkung zu dem folgenden $. 
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der Beobachtungsfehler oder (2) = 108, 65 kleiner aus— 
gefallen iſt, als ſie unter jeder anderen Annahme für a 
geworden ſein würde. 

§. 22. Ein beſonderer Fall des vorigen Paragraphen 
iſt der, wo alle Werthe von 1 gleich 1 geſetzt werden, mit⸗ 
hin ſämmtliche Beobachtungen ſich unmittelbar auf eine 
unbekannte Conſtante beziehen, welche durch die Gleichung 

F=a 

beftimmt wird. Man erhält in dieſem Falle zur Auffin⸗ 
dung des wahrſcheinlichſten Werths von a aus dem Anis 
gen die Gleichung 


(0 = &(M) 
woraus, da Z(1) = m iſt, 


2m, _ MA. 
hc m * rr m * 


Wenn man alſo den Werth einer unbekannten Größe 
a durch wiederholte unmittelbare Meſſungen zu beſtimmen 
ſucht, deren Ergebniſſe M,, M., Ms, ꝛc. wegen der unver— 
meidlichen Beobachtungsfehler nicht völlig zuſammenfallen, 
ſo iſt unter der Vorausſetzung, daß ſämmtlichen Meſſungen 
gleiche Zuverläſſigkeit zuzuſchreiben ſei, der wahrſchein— 
lichſte Werth der geſuchten Größe gleich dem 
arithmetiſchen Mittel aus ſämmtlichen beob— 
achteten Werthen. 

Dieſer Satz von arithmetiſchen Mittel, dem man im 
täglichen Gebrauche eine Art von unmittelbarer Evidenz 
beizulegen gewohnt iſt, ergibt ſich hier als eine nothwendige 
Folgerung aus den vorangeſtellten Principien. Der auf 
Grundlage desſelben ermittelte Werth der unbekannten 
Größe leiſtet der Forderung Genüge, daß die Summe der 
Quadrate der Beobachtungsfehler oder L425) kleiner wird, 
als wenn man der unbekannten Größe irgend einen andern 
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Werth beigelegt hätte. Als hiſtoriſche Thatſache kann man 
bemerken, daß der in Rede ftebende Satz, als ein Axiom 
betrachtet, urſprünglich zur Begründung der Methode der 
kleinſten Quadrate gedient hat. 


Sind die Beobachtungen nicht von gleicher Zuverläſſig— 
keit, ſondern iſt der Werth M, mit dem Gewicht g,, der 
Werth M mit dem Gewicht 92, ꝛc. behaftet, ſo wird man 
leicht aus §. 19 ſchließen, daß das arithmetiſche Mittel 
zur Beſtimmung von à hier die Geſtalt annimmt 


E(gM) 


a = — 


Ei)" 


Es ſei z. B. wie im F. 21 die unbekannte Conſtante 
a ein Winkel, deſſen Werth man aus mehreren Repetitions— 
meſſungen zu beſtimmen ſucht. Man habe gefunden 


1) durch 6malige Repetition den Werth 510 27’ 11,7 
2) „ 7 n „ 7 77 Ay) 275 11,4 
3) „ 10 77 „ „ „ 51° 27 10,0 


und betrachte die Repetitionszahlen 6, 7, 10 wie die Ge- 
wichte dieſer drei Beobachtungen. Es wird 


D 9 6.5127 11,7 + 7.51 27˙11,4＋ 10.5127 10,0 
11830 25 100, 
ı)—=6+7+10=23, 
folglich der wahrſcheinlichſte Werth des geſuchten Winkels 


2 1183025 10° 
eee 


512710, 9. 


Mit Hülfe dieſes Werthes von a erhält man für die 
Beobachtungsfehler 
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*. =—0/”8 folglich 212 = 0,64 

a = 0, 5 ae 

* = + 0,9 2 — 0,81 
und die Summe, welche zu einem Minimum wird, ift 
Z(gr?) = 13,69. 


Anmerkung. Man wird bemerken, daß dieſes Zahlen- 
beiſpiel völlig dasſelbe iſt wie im vorigen §. 21, wäh⸗ 
rend ſowol der Gang der Rechnung als auch das End- 
reſultat an beiden Stellen verſchieden ausfallen. Der 
Grund dieſer Verſchiedenheit iſt in der Art und Weiſe 
zu ſuchen, wie beide Aufgaben hier der Rechnung dar- 
geboten worden ſind, und es dürfte zweckmäßig ſein 
darüber noch Folgendes hinzuzufügen. 

Geſetzt es ſei bei Repetitionsmeſſungen mit dem Theo= 
doliten die Vorausſetzung zuläſſig, daß der Fehler, 
welcher im Viſiren auf gegebene Objecte begangen wird, 
gleich Null geſetzt werden darf. Alsdann werden die 
einzelnen Winkelmeſſungen, welche zuſammen genommen 
eine vollſtändige Repetitionsmeſſung ausmachen, fehler— 
frei an einander ſchließen und ſich zu einer Summe ver— 
einigen, welche nur noch mit den Ableſungsfehlern im 
Anfange und Ende der ganzen Meſſung behaftet iſt. 
Bezeichnet man alſo mit 4 den unbekannten Winkel 
und mit en die Repetitionszahl, ſo kann man in dieſem 
Falle die Sache ſo anſehen, als ob durch die Repeti⸗ 
tionsmeſſung die Größe na in Einem Acte der Meſſung 
unterworfen worden ſei. Dieſe Vorausſetzung liegt der 
Rechnung des §. 21 zum Grunde. Und in der Note 
zu §. 21 hat ſich überdies gezeigt, daß, wenn man die 
aus den einzelnen Repetitionsmeſſungen ſich ergebenden 
Werthe des geſuchten Winkels ſelbſt in die Rechnung 
einführen will, man dieſen Werthen als Gewichte die 
Quadrate der Repetitionszahlen beifügen muß. 

Geſetzt ferner es ſei bei Repetitionsmeſſungen mit dem 
Theodoliten die Vorausſetzung zuläſſig, daß der Fehler, 

welcher im Ableſen auf dem Limbus (mit Einſchluß der 
Theilungsfehler des Inſtruments) begangen wird, gleich 
Null geſetzt werden darf. In dieſem Falle iſt es gleich⸗ 


http://rcin.org.pl 


kleinſten Quadrate. 335 


gültig, ob auf den Stufen, welche die einzelnen Win- 
kelmeſſungen einer vollſtändigen Repetitionsmeſſung von 
einander trennen, jedesmal eine Ableſung gemacht werde 
oder nicht, und man darf mithin hier die Sache ſo 
anſehen, als ob die Repetitionsmeſſung nichts anderes 
als einen Inbegriff von u Einzel-Meſſungen des Win⸗ 
kels a darbiete, von denen jede noch mit den Viſirfeh— 
lern in ihrem Anfange und Ende behaftet iſt. Dieſe 
Vorausſetzung liegt der Rechnung des §. 22 zum 
Grunde, und iſt daſelbſt in der Form zur Anwendung 
gekommen, daß, wenn man die aus den einzelnen Repe— 
titionsmeſſungen ſich ergebenden Werthe des unbekann— 
ten Winkels ſelbſt in die Rechnung einführen will, man 
dieſen Werthen als Gewichte die Repetitionszahlen 
ſelbſt beifügen muß. 


In der Wirklichkeit wird nun keine dieſer beiden 
Vorausſetzungen jemals in aller Strenge erfüllt ſein, 
und die obigen Beiſpiele dürfen demnach hier nur wie 
Rechnungsbeiſpiele angeſehen werden, welche nur unter 
den angegebenen beſonderen Vorausſetzungen Gültigkeit 
haben. Um der Wirklichkeit vollſtändig zu genügen, 
müßte man eine Formel conſtruiren, welche den Viſir⸗ 
fehlern und den Ableſungsfehlern zugleich Rechnung 
trüge. Man kann aber bemerken, daß bei den fo ver- 
bollfommneten Meßinſtrumenten, welche die heutigen 
Werkſtätten liefern, die Ableſungsfehler immer ſehr 
klein bleiben im Vergleich mit den Viſirfehlern, und 
man wird deshalb von der Wirklichkeit ſich nicht merk— 
lich entfernen, wenn man auf die mit ſolchen Inftru= 
menten gewonnenen Beobachtungswerthe die zweite der 
obigen Vorausſetzungen ohne Beſchränkung anwendet. 
So hat Gauß bei der im Königreich Hannover von 
ihm ausgeführten Triangulation immer die Repetitions⸗ 
zahlen ſelbſt als Gewichte der einzelnen Winkelmeſſun⸗ 
gen in Rechnung gebracht. 


$. 23. Es werde zweitens der Fall betrachtet, wo 
zwei Conſtanten a und 5 zu beſtimmen ſind. Die Function 
F hat ſodann die Geſtalt 


Navier, Diff⸗ und Integralr. II. Band. 25 
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7 A au ＋ bo, 
und man wird mithin in den Gleichungen des §. 20 alle 
befonderen Werthe von w ꝛc. gleich Null zu ſetzen haben. 
Zur Beſtimmung der wahrſcheinlichſten Werthe von a und 
6 bleiben alſo die beiden Gleichungen 


af] + bE(uo) = Nu) 
al(uo) + bE (v2) = AM), 


aus denen folgt 
(r (Ih C 


LM NEU 
.. (pf (bi 


ieee 


Wenn man annimmt, daß alle beſonderen Werthe von 
u gleich 1 ſind, ſo a die gegebene Function die Geftalt 
= a ＋ bo, 
und die el Werthe der Conſtanten a und 5 
werden 


(r) ) (0 (v) 
mm e(rz) Ir (ß⸗ 
_. mE(wM)—LE(v)L(M) 


me- ( 


Ein numeriſches Beiſpiel zur Anwendung dieſer For- 
meln wird am Schluſſe dieſer Abhandlung §. 44 gegeben 
werden. 


§. 24. Es ſeien drittens drei Conſtanten a, b, e zu 
beſtimmen, jo hat die gegebene Function F die Geſtalt 
F= au bb A cw, 
und zur Beſtimmung der wahrſcheinlichſten Werthe der 
Conſtanten a, ö, ce bat man die drei Gleichungen 
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aN) + bur) + eG = NG 
(un) + bE(v?) + c2(vw) = ND) 
Ui + bE(vw) + c2(w?) = Z(wM), 
aus denen folgt 


(ve) (ws) — [Zivw)]?| Z(uM) 
4 . + ie) ) — Eu) Ewr)| (II 
+ 4e) E(vw) — N( uv) So-) LI 


12(u?) Z(w*) — [CCA, TA) 


5 * —+ }2(uw) (vw) — Z(uv) Z(w?)| LC) 
—+ (uv) Ziuw) — Zivw) Zu?) TC) 

(ue) L:) — LCC Zw) 
= le Ev) Nl) ve)! Zum) 


= (ur) E(uw) — Z(vw) Z(u2)| Z(oM) 


wo der gemeinſchaftliche Nenner N den Werth hat 
FP 
— 2(w?)[£(uo)]? + 22(uv)&(uw)LZ(vw). 
Wenn die vorgelegte Function ſich redutirt auf 
F = be ＋ ci, 

ſo hat man zur Beſtimmung der wahrſcheinlichſten Werthe 
der drei Conſtanten a, ö, o in den vorſtehenden Ausdrücken 
überall -= und Zw) =m zu ſetzen. 

Ebenſo kann man allgemeine Ausdrücke zur Beſtim— 
mung der wahrſcheinlichſten Werthe von vier oder mehr 
unbekannten Conſtanten aufſtellen, wenn dieſe Conſtanten 
einer lineären Function angehören, von welcher eine Reihe 

25 
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von beobachteten Werthen, größer als die Anzahl der un— 
bekannten Conſtanten, gegeben iſt. Man gelangt zu die— 
ſen Ausdrücken immer auf dem Wege der gewöhnlichen 
Elimination. 

§. 25. Die vorſtehende Herleitung bleibt weſentlich 
dieſelbe für alle Fälle, wo die Function F lineär iſt in Be— 
zug auf die unbekannten Conſtanten a, ö, o, ꝛc., wie fie 
auch ſonſt von den Veränderlichen u, v, w, ze. abhängen 
mag. Wäre z. B. F eine algebraiſche ganze Function von 
der Veränderlichen », d. h. von der Form 


F=a+b+w+...4k"", 
fo würde man in den Gleichungen des §. 20 überall 
u = I, w=v? c. zu ſetzen haben, und mithin zur Beſtim— 
mung der wahrſcheinlichſten Werthe der Conſtanten a, b, e, ꝛc. 
die n Gleichungen erhalten 
am + bE(v) + N) I- 2c. NN) 
a&(v) + () + (vs) + ꝛc. (v) 
(vz) + ö (vs) + (vs) + 2c. (v) 
ac. 
Aehnlich würde man verfahren, wenn die Function F 
von der Form wäre 
F=a+b-+telogvo+ x. 
oder von der Form 
F=a+tb-+esino-ti. 
und dergleichen. 
$. 26. Wenn die Function T nicht lineär ift in Bes 
zug auf die unbekannten Conſtanten a, ö, o, ꝛc., fo kann 
man durch folgende Betrachtung wieder auf die obige Form 
der Rechnung zurückkommen. Man wähle aus den gege— 
benen Beobachtungen, deren Anzahl m größer vorausgeſetzt 
wird als die Anzahl eu der unbekannten Conſtanten a, 5, e, ꝛt., 
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eine beliebige Gruppe von u Beobachtungen, und berechne 
aus derſelben, indem man ſie für den Augenblick als fehler— 
frei anſieht, angenäherte Werthe dieſer Conſtanten, die mit 
4, B, C, ꝛc. bezeichnet werden mögen. Sodann kann man ſetzen 


a AA a, b Bg, = CA, ꝛc. 
und die urſprüngliche Aufgabe iſt mithin darauf zurückgeführt, 
diejenigen Werthe der Correctionen a, 8, y, ꝛc. zu ermitteln, 
welche zu den gefundenen angenäherten Werthen der unbe— 
kannten Conſtanten hinzugefügt die wahrſcheinlichſten Werthe 
dieſer Conſtanten ergeben. 

Zu dem Ende hat man zunächſt wieder die Function 
() zu einem Minimum zu machen, welcher Forderung 
jetzt durch die n Gleichungen genügt wird 

© 4 ＋ + © 4% L 2. 0 


+ 4. ß . 4. 4% . 0 


d dr de 
rat 27 4% f 26. — 0 


U. 


Ferner bezeichne man mit ® dasjenige, was aus F 
wird, wenn man ſtatt der Conſtanten a, 5, e, ꝛc. die ange- 
näherten Werthe A, B, C, ꝛc. derſelben an die Stelle ſetzt. 
Alsdann erhält man durch Anwendung des Tahlor'ſchen 
Lehrſatzes für Functionen von mehreren Veränderlichen, und 
mit Vernachläſſigung der höheren Potenzen der Correctionen 
d, 8, y, ꝛc. die Function F unter der Form 


N d® dh dq 
FU a AB F Te T ., 
welche lineär iſt in Bezug auf die unbekannten Correctionen 
d, 8, y, ꝛc. Die Ausdrücke für die Beobachtungsfehler 


, %ı, g, 2. liefern alſo mit Rückſicht auf dieſe Form 
der Function F folgende m Gleichungen 
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4 M ei a EL 54 7e i. 
e eee 40 
A e, Ea 5 Era . 


e 
und von hieraus geſtaltet ſich die weitere Rechnung zur Auf— 
ſuchung der wahrſcheinlichſten Werthe der unbekannten Cor— 
rectionen a, 8, y, ꝛc. genau wie im §. 20. Man ſetzt 
nämlich dieſe Ausdrücke für & @2, 4g, ꝛc., fo wie die dar— 
aus abgeleiteten Werthe für die Differentialverhältniſſe dieſer 
Größen in Bezug auf a, 8, 1, 2% in die obigen Bedin— 
gungsgleichungen für das Eintreten des Minimum von 
(2); man erhält dadurch Gleichungen, welche mit den End— 
gleichungen des §. 20 völlig übereinſtimmen, ſobald man 
nur die Größen 
d dc dq 
a, 5, 7, r. A ic 
reſp. mit dem obigen 
r 
für identiſch nimmt. Die Endgleichungen des §. 20 ent— 
halten mithin in allen Fällen die Auflöſung der vorliegen— 
den Aufgabe. 


Sollten die gefundenen Werthe der Correctionen a, g, 1 2c. 
ſo beträchtlich ausfallen, daß man die Potenzen derſelben 
nicht ohne Nachtheil glaubt vernachläſſigen zu können, ſo 
hat man die erhaltenen Werthe der Conſtanten a, ö, e, ꝛc. 
wie neue Näherungswerthe anzuſehen, Pr denen man die 
Rechnung wiederholt. 

Es liegt übrigens auf der Hand, daß man das hier 
angegebene Verfahren auch ſelbſt in dem Falle anwenden 


‚w. M — 
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kann, wo die Function F lineär iſt in Bezug auf die unbe— 
kannten Conſtanten a, ö, e, ꝛc. Da nämlich, nach Feſtſtel— 
lung der angenäherten Werthe 4, B, C, ꝛc. dieſer Conſtan— 
ten, die Correctionen derſelben oder die Größen a, 8, , ꝛc. im 
allgemeinen ſich nur noch auf Decimalftellen von niedrigeren 
Ordnungen beſchränken werden, ſo erreicht man damit, zu— 
mal bei verwickelteren Aufgaben, eine nicht unbeträchtliche 
Erleichterung der numeriſchen Rechnung. 

§. 27. Bis hieher wurde fortwährend die Voraus— 
ſetzung des §. 2 feſtgehalten, daß die unbekannten Conſtan— 
ten a, ö, o, ꝛc., deren wahrſcheinlichſte Werthe geſucht wer— 
den, einer und derſelben Function F angehören ſollen, für 
welche man durch Beobachtung die Werthe gefunden hat 

Wr Bat en 

Dieſe Vorausſetzung wurde jedoch weniger aus Nothwendig— 
keit, als vielmehr um der Bequemlichkeit willen gemacht, 
und man überſieht ſehr leicht, daß dieſe beobachteten Werthe 
eben ſowol auch mehreren von einander verſchiedenen Func— 
tionen angehören können, welche von den nämlichen unbe— 
kannten Conſtanten a, 5, e, ꝛc. abhängig find. Denn wenn 
man in dem Syſteme von Gleichungen, welches der §. 2 
darſtellt, das Zeichen Y allmälig, indem man von Gleichung 
zu Gleichung fortſchreitet, je andere und andere Functionen 
bedeuten läßt, ſo daß jede Beobachtung einer Function von 
eigener Art entſpricht, ſo erleiden alle nachfolgenden Schlüſſe 
keinerlei weſentliche Modificationen. Die Methode der klein— 
ſten Quadrate löſt mithin bis hieher die Aufgabe: Aus 
gegebenen Beobachtungen irgend welcher Functionen, deren 
Werthe von den unbekannten Conſtanten a, 5, e, ꝛc. ab- 
hängen, die wahrſcheinlichſten Werthe dieſer Conſtanten zu 
finden. Die Anzahl der gegebenen Beobachtungen wird 
dabei ſtets größer als die Anzahl dieſer Conſtanten voraus- 
geſett. ö 
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Ein Fall, der hierauf leicht zurückgeführt werden kann, 

iſt derjenige, wo die Werthe 
Hi, A, MI, . 2a 
unmittelbar beobachtete Werthe der Conſtanten 
ee, 
bedeuten, und außerdem gewiſſe Bedingungsgleichungen 
L=, L o, . 

gegeben ſind, denen dieſe Conſtanten genügen ſollen. Es 
ſei nämlich m die Anzahl der gegebenen Beobachtungen und 
die Anzahl dieſer Bedingungsgleichungen, wo! On fein 
muß, ſo kann man mit Hülfe dieſer Bedingungsgleichungen 
I Conſtanten durch die übrigen ausdrücken. Es bleiben mit- 
hin m — I=n Conſtanten durch die Methode der kleinſten 
Quadrate zu beſtimmen, während die gegebenen Beobach— 
tungen die mit Fehlern behafteten Werthe von m verſchie— 
denen Functionen dieſer Conſtanten darſtellen. Man hat 
alſo wieder einen Fall der angezeigten allgemeinen Aufgabe. 

§. 28. Um den zuletzt erörterten Fall durch ein Bei— 
ſpiel zu erläutern, ſeien die unbekannten Conſtanten 
a, ö, e die drei Winkel eines ebenen Dreiecks, welche mit⸗ 
hin der Bedingung genügen müſſen 

a EY ＋ = 180°, 
Man habe durch Meſſungen von gleicher Zuverläſſigkeit für 
dieſe drei Winkel reſp. die Werthe gefunden 
Mi, Ma, M;, 

deren Summe verſchieden von 180° ausgefalleu ift; man 
fragt nach den wahrſcheinlichſten Werthen jener Winkel. 

Da vermöge der gegebenen Bedingungsgleichung ce = 
180-4 —6 iſt, ſo hat man nur die wahrſcheinlichſten Werthe 
von zwei Winkeln a und d zu beſtimmen. Man kann mit- 
hin die drei Functionen aufſtellen 
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F = d, Fb, F=180° — 4 — b, 
denen reſp. die drei beobachteten Werthe M, Me, M zuge⸗ 


hören; daraus erhält man für die Beobachtungsfehler , 
4, %s die Ausdrücke 

* = d — MI, = — Mi, . = 1800 — 4 — 5 — Ms, 
und nun kann man mit Zuziehung der Forderung, daß 
Arz) ein Minimum werden fol, unmittelbar wie im §. 20 
zum Reſultate gelangen. 

Beſſer verfährt man jedoch in einem ſolchen Falle nach 
der Methode des §. 154 dieſes Lehrbuchs, welche eine gleich— 
mäßige Berückſichtigung aller drei Conſtanten zuläßt. Die 
Forderung, daß Nr:) ein Minimum werden ſoll, gibt 
nämlich 

=. 


— duc) 
da + +, 


de = 0 


oder wenn man für r, 2, 23 ihre Werthe a — M., 
5 — M., c—M; an die Stelle ſetzt 
(a - Mi) da (b—M,) db + e - M.) de —= 0. 

Aus der Bedingungsgleichung arb c= 180° folgt über- 

dies 
da ＋ db ＋ de = O. 
Multiplicirt man die letzte Gleichung mit dem unbeſtimmten 
Factor 7, und addirt ſie ſo zu der erſten, ſo kommt 
(a — M EI) da (ö - M,-+3)db+(c— M. deo, 
woraus 

4 — M A =, 5 — M. =, o M. O, 
und wenn man A eliminirt 

4 — N = M. = . 
Mit Zuziehung der gegebenen Gleichung a+b-+e 

= 180° erhält man hieraus endlich 
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2 U. N — s 


Bea Mich ne eu lem Fe 


1800 —M — 
2 


d. h. die Abweichung der Summe der beobachteten Werthe 
Mi, Ma, M; von 180° muß auf alle drei Winkel zu gleichen. 
Theilen vertheilt werden. 

Aufgaben dieſer Art liefert die Geodäſie in größerer 
Zahl, und es mögen deren noch einige hier aufgeführt 
werden: 

1) Man habe alle Winkel a, 5, , ... eines Poly- 
gons von n Seiten gemeſſen, welche mithin an die Be— 
dingungsgleichung gebunden ſind 

g a+b+c+...=(n—2). 1800. 
Man ſucht die wahrſcheinlichſten Werthe Sg Winkel. 

2) Man habe alle Winkel a, , o, ... gemeſſen, 
welche um Einen Punkt liegen und mihßie an die Bedin⸗ 
gungsgleichung gebunden ſind 


a-+b-+c-+.... = 360°. 
3) Man habe zur Beſtimmung zweier Winkel a und 
b nicht nur dieſe Winkel einzeln, ſondern auch ihre Summe 


4a ＋ 
gemeſſen. 


4) Man habe zur Beſtimmung dreier Winkel a, ö, 0 
ſowol dieſe Winkel einzeln, als auch die Summen 


a Ed, bee, a+b--c=f, 
gemeſſen. und jo fort. 
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III. Weber die Genauigkeit der Reſultate, welche durch die 
Methode der kleinſten Quadrate gefunden werden. 


8. 29. Wenn die wahrſcheinlichſten Werthe der unbe- 
kannten Conſtanten a, ö, e, ꝛc., deren Ermittelung aus ge— 
gebenen Beobachtungen der Zweck des vorigen Abſchnitts 
geweſen iſt, mit den wahren Werthen dieſer Größen identiſch 
wären, ſo würde man jetzt ohne Schwierigkeit im Stande 
ſein, durch Hülfe dieſer Werthe für alle einzelnen Fälle, 
denen die beobachteten Werthe 

M,, Mi, Ms, ꝛc. 
der Function F entſprechen, die wahren Werthe dieſer Func— 
tion zu berechnen. Die Differenzen zwiſchen der Rechnung 
und der Beobachtung würden ſodann die wahren Werthe 
der Beobachtungsfehler 

e 
ergeben, und da dieſe Beobachtungsfehler außerdem in Bezug 
auf die Häufigkeit ihres Vorkommens dem im J. Abſchnitte 
entwickelten Geſetze gehorchen müſſen, ſo könnte man daraus 
endlich zur Beſtimmung der Präcifion A der gegebenen Be— 
obachtungen, oder auch, wenn man lieber will, des wahr— 
ſcheinlichen Fehlers r dieſer Beobachtungen gelangen. 

Indeſſen die wahrſcheinlichſten Werthe der geſuchten 
Conſtanten, ſo wie die davon abgeleiteten Werthe der beob— 
achteten Function und der Beobachtungsfehler, können von 
den wahren Werthen dieſer Größen noch immer um gewiſſe 
endliche Differenzen unterſchieden ſein, und da man über den 
Betrag der wahren Werthe keinerlei Art von Kriterium hat, ſo 
bleiben auch dieſe Differenzen vollkommen unbeſtimmt. Man 
kann aber auf dieſen Gegenſtand wieder die Unterſuchungen des 
1. Abſchnitts übertragen, nämlich die Frage aufwerfen nach 


http://rcin.org.pl 


396 Methode der 


derjenigen Wahrſcheinlichkeit, mit welcher zwiſchen dem wahr— 
ſcheinlichſten und dem wahren Werthe irgend einer der hier 
in Betracht kommenden Größen eine gegebene Differenz darf 
erwartet werden. Dieſe Wahrſcheinlichkeit wird eine Func— 
tion ſein von dieſer Differenz, ſo wie von dem Maße der 
Prätiſion, mit welcher der wahrſcheinlichſte Werth der in 
Rede ſtehenden Größe beſtimmt worden iſt. Um den Aus— 
druck dieſer Function zu erhalten, muß man an die Betrach— 
tung des §. 17 wieder anknüpfen, weil dieſe den Weg an— 
gibt, um von einem gegebenen Erfolge auf die Wahrſchein— 
lichkeiten der ihm zum Grunde liegenden möglichen Urſachen 
einen Rückſchluß zu machen. 
§. 30. Man hat nach $. 17 für die Wahrſcheinlich— 
keit irgend einer Complexion von Werthen der Conſtanten 
a, 5, o, ꝛc., auf Grund der gegebenen Beobachtungen, 
allgemein den Ausdruck gefunden 
kQ da db de. 


wo k an die Bedingung gebunden iſt 


. e 4 db de. 1 
—0 9 —9 9 0 


und L den Werth hat 


Adr N _n 2 
2 — (=) BR ) 
VzJ 


Dieſe Ausdrücke bedürfen für den Zweck der bevor— 
ſtehenden Unterſuchung einer Modification, betreffend eine 
ſchärfere Feſtſtellung der hier zu Grunde zu legenden Be— 
zeichnung. Man verſtehe nämlich unter a, ö, e, ꝛc. von 
jetzt an nicht mehr die allgemeinen Ausdrücke für die un— 
bekannten Conſtanten, ſondern diejenigen beſtimmten Werthe 
dieſer Conſtanten, welche nach §. 18 die Function L zu 
einem Maximum machen; ebenſo unter , ©, 23, 21. nicht 
mehr die allgemeinen Ausdrücke für die Beobachtungsfehler, 
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ſondern gleichfalls die der Forderung des §. 18 entſprechen— 
den Werthe dieſer Größen; endlich bezeichne Le das Mari- 
mum der Function L. Alle dieſe Größen find mithin un— 
veränderlich. Dagegen mögen die unbekannten Conſtanten 
allgemein ausgedrückt werden durch a EAA, Ab, Ac, 
ꝛc. und die denſelben entſprechenden Werthe der Beobach— 
tungsfehler durch 1 E Arı, © + A, 23 + As, ıc., fo 
daß die Größen Aa, Ab, Ac, ꝛc. willkürliche Aenderungen 
bedeuten, welche man den wahrſcheinlichſten Werthen der 
unbekannten Conſtanten ertheilt hat, und die Größen 
Ari, Ax,, Arz, ꝛc. Functionen dieſer Aenderungen find. 

Vermöge dieſer neuen Bezeichnung hat man ſtatt da, 
db, de, ꝛc. reſp. zu ſchreiben dla Aa), d(b-HAb), dd Ac), ꝛc. 
d. i. daa, dab, dAc, ꝛc.; und ebenſo ſtatt di zu ſchreiben 
d(z=-+&x) d. i. dar. Ferner wird 


= FE) erte 


22 ie: hadr g Melt 


woraus 
a % \ e IE CAA E 
Die Wahrſcheinlichkeit irgend einer Complexion von Werthen 
der unbekannten Conſtanten iſt jetzt gleichbedeutend mit der 
Wahrſcheinlichkeit, daß die wahren Werthe dieſer Conſtanten 
von den wahrſcheinlichſten Werthen a, ö, o, ꝛc. derſelben 
reſp. um die Differenzen Aa, Ab, Ac, ꝛc. verſchieden ſeien. 
Der Ausdruck dieſer Wahrſcheinlichkeit wird 
* dd db dAc.... 


wo k an die Bedingung gebunden iſt 
9 2 up}: . 10 dd dab de.. . l. 
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Mit Zuziehung des vorſtehenden Werthes für L erhält man 
als Ausdruck der in Rede ſtehenden Wahrſcheinlichkeit endlich 
1, eee dA d dae. 

welcher Ausdruck als eine Function der Veränderlichen Aa, 
Ab, Ac, x. anzuſehen iſt. 

$. 31. Zur weiteren Entwickelung dieſes Ausdrucks 
in feiner Abhängigkeit von den Differenzen Aa, Ab, Ae, ıc. 
bedarf es jetzt einer beſtimmten Annahme über die Natur 
der Function F. Wie ſich im II. Abſchnitte gezeigt hat, ſo 
iſt es für die Anwendung der Methode der kleinſten Qua— 
drate allgemein ausreichend, dieſe Function als lineär in 
Bezug auf die unbekannten Conſtanten vorauszuſetzen, und 
man kann mithin wie im §. 20 ſchreiben 


F=au+b-+cw+ı., 
wo u, 5, 10, ꝛc. die unabhängigen Veränderlichen bezeichnen, 
welche in den einzelnen Beobachtungen reſp. die Werthe 
ur, vi, U, ꝛt. U, b, Wr, c.; ub, 5a, Ws, 2c. 2. an⸗ 
nehmen. Man erhält daraus für die Beobachtungsfehler 
i, z, Ts, ꝛc. die Ausdrücke 


* = — MI ＋ au. ＋ 6% ＋ c. A ꝛt. 
7 = M . d = bb + ci +1. 
= — M= ＋ du = bs +cw +. 


ꝛt. 
wo Mi, M., Ms, ꝛc. wie früher die einzelnen beobachteten 
Werthe der Function F bedeuten. Ebenſo erhält man für 
die Beobachtungsfehler &. PA, N EA, A EA, c., 
welche den geänderten Werthen a Aa, b+Ab, Ac, x. 
der unbekannten Conſtanten angehören, die Ausdrücke 

* Ar =— M-ECA TAM U- EA) -( e ECA it. 
2,—+ Ar, M- E(CA EAA. E CEA) v -( EA) -t. 
- HA, = Ma- E-(A CAM = (OE-A) E(e Ache tt 

ꝛt. 
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Durch Subſtitution dieſer beiden Syſteme von Werthen, 
ſowol für die verſchiedenen * als für die verſchiedenen HA, 
verwandelt ſich der Ausdruck der Wahrſcheinlichkeit, daß die 
wahren Werthe der unbekannten Conſtanten von den wahr— 
ſcheinlichſten Werthen a, ö, c, ꝛc. derſelben reſp. um die 
Differenzen Aa, Ab, Ac, ꝛc. verſchieden ſeien, in 
e retegenkgterrenp er 


1 e dAa dab dc 


und erſcheint ſomit unmittelbar in feiner Abhängigkeit von 
den Differenzen Aa, Ab, Ac, ꝛc. dargeſtellt. 

Dieſer Ausdruck läßt noch eine Vereinfachung zu. Die 
Entwickelung des Exponenten von e gibt nämlich 


2[— MA (a+LAa)u—+ (b+Ab) e (c+Ac) w + 2c.]? 
— (- M+au-+bv + c - a.) 
= 22(— MA au ＋ bv+cw--:.) (uda + vAb-+ wAc--ıt.) 
+ Zuda+vAb+wäc + 1.) 2. 
Der erſte von den beiden Theilen auf der rechten Seite 


dieſer Gleichung hat aber den Werth Null. Denn wenn 
man denſelben weiter entwickelt, ſo erhält man 


22(—M+ au+bv—+ cw-Hıc.) (ud ＋ vAb + wAc-1c.) 


7 2da[—-Z(uM )+aL(ur) +bE(uo) +c%(uw)-Hıe.] 
Ab (vH )+aX(uv) (v) NC) - c.] 
—+2Ac[— Z(wM)—+aL(uw)+bE(ve)-+c&(w?)tıe.] 
+. 

und da die Größen a, ö, o, ꝛc., welche hier die wahrſchein— 
lichſten Werthe der unbekannten Conſtanten bezeichnen, den 


Endgleichungen des. §. 20 Genüge leiſten müſſen, ſo iſt 
jede Reihe in dieſem letzten Ausdrucke für ſich gleich Null. 
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Der Ausdruck der in Rede ſtehenden Wahrſcheinlich— 
keit wird alſo jetzt 
, eee ee a 


wo man auch, wenn man will, im rpg akt der 
Summe Z(uda—+tvAb+wAc-+H2c.)? kürzer L( A) ſchreiben 
kann. 

$. 32. Die Betrachtung dieſes Ausdrucks läßt ſich 
bequem zu weiteren Folgerungen fortführen, wenn man 
über die Anzahl der unbekannten Conſtanten beſtimmte 
Annahmen macht. Es ſei deßhalb erſtens nur eine einzige 
unbekannte Conſtante in der Function F enthalten, alſo dieſe 
Function von der Geſtalt 

F=a, 
wo man nach §. 21 als wahrſcheinlichſten Werth der uns 
bekannten Conſtante findet 
e 
Zu?) 

Die Wahrſcheinlichkeit, daß der wahre Werth der Con— 
ſtante von dieſem wahrſcheinlichſten Werthe derſelben um 
die Differenz Aa verſchieden ſei, wird ſodann nach der vor- 
ſtehenden Formel ausgedrückt durch 


* e FRE) Aa. 
Dieſer Ausdruck ſtimmt der Form nach vollkommen 


überein mit dem Ausdrucke des §. 9 für die Wahrſchein⸗ 
lichkeit o eines Beobachtungsfehlers *, nämlich 


e dx; 
* 
und betrachtet man mithin als das allgemeine Symbol 
irgend einer Abweichung von einem Reſultate, deſſen Wahr- 
ſcheinlichkeit ein Maximum iſt, fo daß = hier mit Aa zuſam⸗ 
menfällt, ſo laſſen ſich hier alle diejenigen Betrachtungen 
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a ezaut wıeza| 


kleinſten Quadrate. 401 


wiederholen, welche den Gegenſtand der sg. 9 bis 13 aus⸗ 
machen. N 
Zunächſt erhält man unmittelbar, wenn man das 
Maß der Präcifion in der Beſtimmung des wahr— 
ſcheinlichſten Werthes a mit V bezeichnet, 
H— IV Au 
d. h. die Präcifion in der Beſtimmung des Werths a der 
unbekannten Conſtante verhält ſich zu der Präcifion der 
gegebenen Beobachtungen wie ui) zu 0 
Da man ferner vermöge der Bedingung, der die Größe 
k unterworfen iſt, haben muß 
5 1 a 
1 2 
ſo wird die in Rede ſtehende Wahrſcheinlichkeit ſelbſt gleich 
e mae, dd 
* . = 
Daraus erhält man weiter die Wahrſcheinlichkeit, daß die 
Abweichung des wahren Werths der unbekannten Conſtante 
von dem wahrſcheinlichſten Werthe a derſelben, abſolut ge⸗ 
nommen, die Größe Aa nicht überſchreite, ausgedrückt durch 
das beſtimmte Integral 


) Will man ſtatt der Präciſionen UH und A die Gewichte 6 und 9 
einführen, welche ſich wie die Quadrate der Präciſionen verhalten, 
jo hat man unmittelbar aus der vorigen Gleichung durch Qua⸗ 
drirung derſelben f 

G = g. Aus) 
als Ausdruck für das Gewicht des gefundenen Werthes a, 
wenn unter 9 das Gewicht der gegebenen Beobachtungen ver: 
fianden wird. Ebenſo kann man in allen folgenden Fällen ver: 
fahren. 
Navier, Diff.⸗ und Integrale. II. Band. 26 
g t 
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j Aa 
. 6 e M % Aa; 
Vn oO 


und wenn man Aa t ſetzt, jo. kann man die Werthe 
dieſes beſtimmten Integrals aus der Tafel des §. 11 ent⸗ 
nehmen. 

Was endlich den wahrſcheinlichen Fehler in der 
Beſtimmung des Werthes à betrifft, welcher R fein mag, 
fo findet man 


a Ara 
V zw)’ 
wo den wahrſcheinlichen Fehler der gegebenen Beobach— 


tungen bezeichnet. f 
So hat man in dem Zahlenbeiſpiele des §. 21 


V u) =V 155 = 13,6; 
folglich beträgt die Präciſion in der Beſtimmung des 
Werthes a = 5127 10,77 das 13,6 fache der Präcifion der 
gegebenen Beobachtungen; oder der wahrſcheinliche Fehler 


desſelben Werths a, d. h. der Fehler, welcher in der Be— 
ſtimmung von a eben fü Dr überſchritten, wie nicht er- 


reicht ſein kann, beträgt ern des wahrſcheinlichen Fehlers 


der gegebenen Beobachtungen. 

In dem Falle des §. 22, wo eine unbekanute Con- 
ſtante durch eine wiederholte Anzahl diretter Meſſungen 
beſtimmt wird, hat man 


(u = N= Vn; 


man ſieht alſo, daß die Präciſion des arithmetiſchen Mittels 
im Verhältniſſe der Quadratwurzeln aus der Anzahl der 
gegebenen Beobachtungen zunimmt, oder daß der wahr— 
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ſcheinliche Fehler in demſelben Verhältniſſe abnimmt. So 
entſpricht dem arithmetiſchen Mittel aus einer Afachen oder 
9 fachen Anzahl von Beobachtungen reſp. der 2 fache oder 
3 fache Werth der Präcifion, oder der zweite oder dritte 
Theil des wahrſcheinlichen Fehlers. 

$. 33. Es ſeien ferner in der Function F zwei un— 
bekannte Conſtanten enthalten, ſo daß dieſe Funttion die 
Geſtalt hat 


au b, 


wo man nach $. 23 als die wahrſcheinlichſten Pat der 
beiden Conſtanten findet 


_, Zv2)E(uM)— L(uv)L(oM) 


LG U [E(uv)]? 


3 G2) EC) NCH 
Dee 


Der Ausdruck der Wahrſcheinlichkeit, daß die wahren 
Werthe der beiden unbekannten Conſtanten von dieſen 
wahrſcheinlichſten Werthen derſelben gleichzeitig reſp. um 
die Differenzen Aa und Ab verſchieden ſeien, wird jetzt 


1, lateral dna dab 


14 Fre dAa dab. 


Um hieraus die Wahrſcheinlichkeit zu erhalten, daß der 
wahre Werth der erſten Conſtante für ſich von dem wahr— 
ſcheinlichſten Werthe a derſelben um die Differenz Aa ab— 
weiche, während der Werth der zweiten Conſtante voll— 
kommen unbeſtimmt bleibt, verfährt man wie folgt. 
26* 
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Nach den Grundbegriffen der Wahrſcheinlichkeitsrech— 
nung iſt (man vergl. §. 8) die Wahrſcheinlichkeit, daß die 
Differenz Ab irgend einen nicht, näher beſtimmten Werth 
unter allen möglichen Werthen von — 00 bis oO ans 
nehme, gleich der Summe derjenigen Wahrſcheinlichkeiten, 
welche dieſen möglichen Werthen der Differenz einzeln ge— 
nommen entſprechen. Folglich iſt die Wahrſcheinlichkeit, 
daß die Differenz Aa einen beſtimmten Werth beſitze, wäh— 
rend der Werth von Ad vollkommen unbeſtimmt bleibt, 
gleich der nämlichen Summe, wenn man bei der Summi— 
rung die Größe Aa wie eine Conſtante betrachtet. Dieſe 
Summe wird im vorliegenden Falle durch das beſtimmte 
Integral ausgedrückt 


>00 
kQ,dAa . ; e xf CaaaabE (er Hale ah, 
4988 


wo bei der Integration Aa als conſtant und Ad als die 
Veränderliche anzuſehen iſt, auf welche ſich die Gränzen 
—00 und O des beſtimmten Integrals beziehen. 

Um die angezeigte Integration auszuführen, ſuche man 
zunächſt in dem Exponenten von e ein vollſtändiges Qua- 
drat von einer veränderlichen Größe herzuſtellen. Man 
ſetze zu dem Ende 


ANC) — 
zw) +4 Ab U 


wo q eine neue Veränderliche bedeutet, fo wird dab dq, 
und 
aue) e 


IL ＋ A5 = * 
En —— Kae) , + Ab2E(o?) o 


folglich 


http://rcin.org.pl 


kleinſten Quadrate. 405 


Aa: Z(u®) -+ 2AaAb (ur) ＋ Ab? NC) = N=) 
RR Ilir f. 
Z(v?) 


Der obige Ausdruck verwandelt ſich alfo in 


0 0 „ (Ev — [E(ur)]* 
be. e* * et e Yang J. 
3 
oder 


Elu)E (0) — [E(un)]? 0 a 
* ae 7, ae * 9 1 * da. 
—00 


Aber man hat gleichwie im §. 9 


n An : 2 
5 Fe taz VE, 
—0 (b I 0 V va) 


Mithin erhält man endlich für die Wahrſcheinlichkeit, daß 
der wahre Werth der erſten Conſtante von dem wahrſchein— 
lichſten Werthe a derſelben um die Differenz Aa verſchieden 
ſei, welchen Werth auch gleichzeitig die zweite Conſtante 
annehmen mag, den Ausdruck 


7 Lö. br) — [E(ur)]? 
x Kt Er) dAa. 


Ganz auf diefelbe Weiſe findet man für die Wahr- 
ſcheinlichkeit, daß der wahre Werth der zweiten Conſtante 
von dem wahrſcheinlichſten Werthe ö derſelben um die Diffe— 
renz Ab verſchieden ſei, welchen Werth daneben auch die 
erſte Conſtante beſitzen mag, den Ausdruck 


ap ZEN) —[Eue)}] " 
8 Be ont zw) dab 
hy (us) 
8. 34. Wenn man die gefundenen beiden Ausdrücke 
für die Wahrſcheinlichkeiten der Differenzen Aa und Ad reſp. 
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zwiſchen dem wahren und dem wahrſcheinlichſten Werthe 
der beiden Conſtanten der Function 

F= au + bv 
mit dem Ausdrucke des §. 9 für die Wahrſcheinlichkeit 0 
eines Beobachtungsfehlers vergleicht, nämlich 


48 
oe dr 


wo die Größe eine mit Aa und Ab analoge Bedeutung 
hat, ſo laſſen ſich ähnliche Folgerungen ziehen wie im §. 32 
bei der Unterſuchung in Betreff einer einzigen unbekannten 
Conſtante. 

Bezeichnet man zunächſt mit F und F. die Maße 
der Präcifion, welche reſp. der Beſtimmung der wahr- 
ſcheinlichſten Werthe a und ö der beiden unbekannten Con— 
ſtanten zugeſchrieben werden müſſen, ſo hat man 


125 Zu?)2(v2)—[E(uD)]? 
H=hV—— 5 
» ieee 
I 


wo Ah die Präcifion der gegebenen Beobachtungen bezeichnet. 


Ferner wird vermöge der Bedingung, an welche die 
Größe & gebunden iſt, . 


4% U H tan IHN. 
1 br J I n 
folglich können die Wahrſcheinlichkeiten für das Stattfinden 
der Differenzen Aa und Ab auch ausgedrückt werden durch 
Eee" abe, 1 
Für die Wahrſcheinlichkeiten, daß dieſe Differenzen bei der 
Beſtimmung der Werthe der beiden Conſtanten abſolut ge— 
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nommen nicht überſchritten worden find, erhält man reſp. 
die Integralausdrücke 


21 pi da 24 Ab —H 2A? 
5 e da, e db. 
„ V ps R 5 


Endlich werden die wahrſcheinlichen Fehler in 
der Beſtimmung der Werthe von à und 5, welche reſp. mit 
R und R bezeichnet werden mögen, ausgedrückt durch 


228) 
Kenn Vs Ubi 
Z(u? Er 
* e e 
wo r den wahrſcheinlichen Fehler der gegebenen Beobach⸗ 
tungen bedeutet. 

Wenn die vorgelegte Function F. von der Geſtalt iſt 

Va ＋ bo, 
jo hat man in den vorſtehenden Formeln überall u = 1 
und (uz) = m zu ſetzen, wo m wie bisher die Anzahl 
der gegebenen Beobachtungen anzeigt. 

§. 35. Enthält die Function F drei unbekannte Con⸗ 
ſtanten, d. h. iſt ſie von der Form 

8 F au - bo cin, 
ſo hat man zur Berechnung der wahrſcheinlichſten Werthe 
a, b, o dieſer drei Conſtanten diejenigen Ausdrücke zu be— 
nutzen, welche ſich im §. 24 angegeben finden. 

Nach der Formel des §. 31 hat man in dieſem Falle 
für die Wahrſcheinlichkeit, daß die wahren Werthe der drei 
unbekannten Conſtanten von dieſen wahrſcheinlichſten Wer- 
then derſelben gleichzeitig reſp. um die Diffenrenzen Aa, Ab, 
Ae verſchieden ſeien, den Ausdruck 


kQ,e eee Lege), q dA dc 
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d. i. 
AatE(u‘) - 244 ab Klus) + Ad°E(e) 
* eee) cee) lee dAa dAb dAc. 

Um hieraus die Wahrſcheinlichkeit zu erhalten, daß der 
wahre Werth der erſten Conſtante für ſich von dem wahr— 
ſcheinlichſten Werthe a derſelben um die Differenz Aa ab— 
weiche, während die Werthe der beiden anderen Conſtanten 
vollkommen unbeſtimmt bleiben, wird man auf ähnliche 
Weiſe zu Werke gehen wie im §. 33. Man wird nämlich 
die Summe der Wahrſcheinlichkeiten nehmen, welche allen 
möglichen Werthen der Differenzen Ab und Ac entfprecen, 
beide von —00 bis +00 genommen; und als Ausdruck 
dieſer Summe hat man das beſtimmte Integral 


O00 oo 
kQ,dAa : J. dAb. fr a) . Ac 0% dAc, 
* “Er . 


wo Ab und à« die beiden Veränderlichen find, auf welche 
ſich die beiden nach einander auszuführenden Integrationen 
beziehen, während Aa bei beiden Integrationen als conſtant 
anzuſehen iſt. ’ 

Integrirt man zuerft in Bezug auf Ac allein, ſo hat 
man Aa und Ab als conſtant zu betrachten, und damit im 
Exponenten ein vollſtändiges Quadrat von einer veränder— 
lichen Größe hergeſtellt werde, wird man ſetzen 


A 4 2 
e ee 


wo w eine neue Veränderliche bedeutet. Sodann wird 
dAc du, und 


Aa UV)-CAS( ö) , 2AaAcK(um)-L2AdAcE(vw) 1 
Wes + S e 
folglich 
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Aa? Z(u?) + 2Aa Ab Z(uo) 4 Ab? (v2) 
LEA TAC 1 
= W2E(w?) + Ad. P ＋ 2AaAb.Q + A062. 8, 
wo zur Abkürzung geſetzt worden iſt 
p — ZWwWEW)—[Ew)]? 


zw) 

Pin Z(uv)E(w2) —E(uw)E(vw) 
(ö) 

S N — [Eww)?] 
L(w?) 


Der obige Integralausdruck verwandelt ſich jetzt in 


0 {eo} 
19, 44 7 dAb ＋ WERE) Tae Heal. AS] 
— —0 


D 
oder 
oo 
kQ,dAa f K RT OA] Zap, 2 e b; 
—00 200 
und weil 


1 — Vx 
PER) u — N . 
fi 8. * N 6 Du * (u) 


ſo erhält man endlich 


4 Ve e 7 * „labs. 04838] b. 
„ () 2 
Um jetzt zweitens die Integration in Bezug auf Ab 
auszuführen, wobei Aa conftant bleibt, wird man eine 
neue Veränderliche ꝙ einführen, welche durch die Relation 
beſtimmt wird 


. ab =. 


Man hat ſodann dab = dq, fo wie ferner 
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et en, 
folglich 


Aa:P ＋ 2Aadb. O + AS — s + Aa? 


PS—0? 
* 


Der letzte Integralausdruck verwandelt ſich alſo in 


VE ga, / er lest la 


hy dies un 
oder 
’ 8 PS. gi 
4⁰ Vr er Aa a * g * 40. 0 
1 (wi) ep 


Aber man bat 


e e 
J. 3 1 „ 


Mithin erhält man endlich für die Wahrſcheinlichkeit, daß 
der wahre Werth der erſten Conſtante von dem wahrſchein— 
lichſten Werthe a derſelben um die Differenz Aa verſchieden 
ſei, welchen Werth auch gleichzeitig die beiden anderen Con— 
ſtanten annehmen mögen, den Ausdruck 


* ON „ re 
i JS e 5 dada; 
und wenn man für 7, O, S ihre Werthe ſetzt 
N05 H 


ene 
nenn en ee" E(e)E@) —[E(re)] a0, 


wo N diefelbe Bedeutung hat wie im §. 24, nämlich 
N = E(u?)2(v?)E(w?) — TCA, Cb) — NC Cu) 
E Kw)[&(uo)]? + 28(u0)Euw)L(ew). 
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Durch eine Entwickelung von gleicher Art findet man 
die Wahrſcheinlichkeit der Differenz Ab ausgedrückt durch 


Ee bab NAA yo 
— . 2 E 2 — 5 UA 
h2 V Cu (U e e, 


und die Wahrſcheinlichkeit der Differenz 4% durch 
* 

15 V (Id) 
wo N immer die vorige Bedeutung beibehält. 

§. 36. An die vorſtehenden drei Ausdrücke, welche 
die Wahrſcheinlichkeiten der Differenzen Aa, Ab, Ac ange— 
ben, um welche reſp. die wahren und die wahrſcheinlichſten 
Werthe der drei Conſtanten der Function 

F= au + bv E cio 

von einander abweichen können, laſſen ſich nun durch Ver— 
gleichung mit dem Ausdrucke des §. 9 


— Kam © 
6 N -I) dc, 


wo der Größe z hier reſp. entſprechen Aa, Ab, Ac, wieder 
ähnliche Folgerungen anknüpfen wie in den SS. 32 und 34. 

Zunächſt erhält man als Maße der Präcifion in 
der Beſtimmung der wahrſcheinlichſten Werthe a, ö, e der 
unbekannten drei Conſtanten, welche reſp. mit E, 4’, H“ 
bezeichnet werden mögen, die Ausdrücke 


ink V 0 
Z(w2)L(w2)—[E(vi)]? 


2 N 
Ha V DL (b ( 


25 ) / N 
EH ( () (ur 


wo h die Präcifion der gegebenen Beobachtungen bezeichnet 
und N die Bedeutung hat 
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N = Zu2)2(o2)E(w) — Eu )[&(w)]? — 2(v2)[2(un)}? 
— Z(w?)[2(uo)]? + 2%(w)E(uw)Z(vw). 

Ferner können die in Rede ſtehenden Wahrſcheinlich— 
keiten der Differenzen Aa, Ab, Ae, ſelbſt reſp. ausgedrückt 
werden durch 

H- »Smis aa “ 
ee rue A, 725 * dab, 7—e ud Ahe; 
und wenn man dieſe Differentialausdrücke reſp. von — Aa 
bis Aa, von — Ab bis Ab, von — Ac bis Ac integrirt, fo 
erhält man die Wahrſcheinlichkeiten, daß dieſe drei Diffe— 
renzen reſp. bei der Beſtimmung der Werthe der drei Con— 
ſtanten nicht überſchritten worden ſind. 

Endlich werden die wahrſcheinlichen Fehler in 
der Beſtimmung der wahrſcheinlichſten Werthe a, 5, e der 
drei unbekannten Conſtanten, wenn man dieſelben reſp. mit 
R, R, R“ bezeichnet, 


1 9 
N 
Kür | W (u) 


K. r e I u 


wo r der wahrſcheinliche Fehler der gegebenen Beobachtun— 
gen iſt und N die obige Bedeutung hat. 


Wenn die Function F die Geftalt hat 
F = d ＋ bo ＋ cm, 
fo hat man in den vorſtehenden Formeln überall w = 1 
und Z(u?) = m zu ſetzen. Wenn ferner ift 


F d bo - ch, 
fo wird man überdies w in v2 verwandeln. Und fo in 
ähnlichen Fällen. 
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Wie man dieſe Unterſuchungen auch für diejenigen 
Fälle zu führen hat, wo die vorgelegte Function F vier 
oder mehr unbekannte Conſtanten enthält, das iſt aus dem 
bisherigen Gange der Entwickelung ohne Mühe zu über— 
ſehen. 


8.37. Zwiſchen den hier entwickelten Ausdrücken für 
die Maße der Präcifion H, H“, H”, ꝛc. oder die wahrſchein— 
lichen Fehler R, R', R“, x. der wahrſcheinlichſten Werthe 
der unbekannten Conſtanten einer lineären Function F, und 
den früher gefundenen Ausdrücken für die wahrſcheinlichſten 
Werthe a, “, o, ze. dieſer Conſtanten ſelbſt, findet ein Zu— 
ſammenhang ſtatt, der hier noch in der Kürze angezeigt 
werden mag, da er zur Vereinfachung der numeriſchen Rech— 
nung beiträgt. Es iſt nämlich aus der Geſtalt der End— 
gleichungen des §. 20 klar, daß die Werthe von a, b, e, ꝛc., 
welche ſich durch die Auflöſung dieſer Gleichungen ergeben, 
als lineäre Functionen der Größen Z(uM), NC), Z(wM),:c. 
dargeſtellt werden können, d. h. daß ihre Ausdrücke die 
Form beſitzen müſſen 

a— AL(uM) + AZ(vM) + A’EwM) + x. 

b BN + B’I(oM) + B"Z(wM) + ix. 

c = CN (u + C’E(ioM) + C"E(wM) + x. 

it. 
wo A, A, 4% 0 % P, N, zt. , , , ꝛc, ꝛc, nu⸗ 
meriſche Coefficienten bezeichnen, welche auf dem Wege der 
gewöhnlichen Elimination gefunden werden. Dieſe Coeffi— 
tienten kehren aber nach einem gewiſſen Geſetze wieder, ſo— 
bald es ſich um die Beſtimmung der Präcifionen oder der 
wahrſcheinlichen Fehler jener wahrſcheinlichſten Werthe der 
Conſtanten handelt; man überzeugt ſich davon leicht in den 
bisher behandelten Fällen auf folgende Weiſe. 
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1) Für eine Conſtante, oder Y au, hat man 
a= AX(uN); 


und aus der Vergleichung der SS. 21 und 32 Eile man 
als Maße der Präcifion von a 


12 N 


und als wahrſcheinlichen Fehler von a 


r A. 
2) Für zwei Conſtanten, oder Y = au + bo, hat man 
a= AN + AL(oM) 


b — B&(uN) + B'X(oM) 
und die Vergleichung der SS. 23 und 34 liefert für die 
Maße der Präcifion von a und 5 reſp. 


1 „ 1 
121 1 1 V. 
und für die wahrſcheinlichen Fehler von a und b reſp. 
R=r VA, R r F. 
3) Für drei Conſtanten, oder F = au + bv—+ cw, iſt 
a = AN + AE(oM) + A’E(wN) 
b —= BZ(uM) + B’Z(oM) + B’I(wM) 
ce = CX(uM) + C’E(vM) + CDC 
und aus der Vergleichung der SS. 24 und 36 mii die 
Maße der Präcifion von a, 5, o reſp. gleich 


173 I * 
1 1 r e 
und die wahrſcheinlichen Fehler von a, &, e reſp. 
Rr VA, Rr, Rr, 
Wie dieſes Geſetz für mehr als drei Conſtanten aus— 
zudrücken ſei, geht hieraus von ſelbſt hervor. Der allge- 
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meine Beweis desſelben mag jedoch hier, wo vorzugsweiſe 
nur die Bedürfniſſe der Praxis zur Richtſchnur dienen, 
übergangen werden. 

8. 38. Die bisherigen Betrachtungen enthalten fort— 
während die Vorausſetzung in ſich, daß die Präcifion AR oder 
der wahrſcheinliche Fehler » der gegebenen Beobachtungen, 
welche beiden Größen nach §. 12 durch die Gleichung 

hr = 0 = O, 4769360 

mit einander zuſammenhängen, bereits bekannt ſei, und ſie 
liefern mithin nur die Präcifionen und die wahrſcheinlichen 
Fehler der gefundenen wahrſcheinlichſten Werthe der unbe— 
kannten Conſtanten ausgedrückt reſp. durch die Präcifion 
und den wahrſcheinlichen Fehler der gegebenen Beobachtun— 
gen. Es bleibt alſo jetzt noch eine eracte Beſtimmung dies 
ſer beiden zuletzt genannten Größen zu leiſten. Zu ſolcher 
Beſtimmung eignet ſich aber nicht mehr das im Eingange 
des §. 13 angezeigte Verfahren, welches, abgeſehen von 
ſeiner Unſicherheit bei einer geringen Anzahl von Beobach— 
tungen, vorzüglich deßhalb hier unzuläſſig wird, weil es die 
Kenntniß der wahren Beobachtungsfehler vorausſetzt, wäh— 
rend das bisherige Verfahren nur ſolche Werthe der Beob— 
achtungsfehler kennen lehrt, welche die Summe der Fehler— 
quadrate zu einem Minimum machen und dadurch zur 
Ausmittelung der wahrſcheinlichſten Werthe der unbekannten 
Conſtanten führen. Man kann dagegen zur Beſtimmung 
der Werthe von A under mauf einem ähnlichen Wege gelan— 
gen, wie er im Bisherigen in Betreff der unbekannten Con— 
ſtanten ſelbſt eingeſchlagen worden iſt, indem man mit 
Verzichtleiſtung auf die wahren Werthe jener Größen, die 
niemals zu ermitteln ſind, die wahrſcheinlichſten Werthe der— 
ſelben zu berechnen ſucht. Der Weg, welcher zur Auffin— 
dung des wahrſcheinlichſten Werths der Prätiſion Ah der 
gegebenen Beobachtungen führt, iſt folgender. 
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Der Ausdruck des §. 15 


u N xz 
2— (T) ere 
V 


ſpricht die Wahrſcheinlichkeit aus, daß bei der Beobachtung 
von m verſchiedenen Werthen der Function F ſich die Re— 
fultate M, Ma, Ma, . .. . Mm ergeben haben. Dieſer Aus— 
druck wurde dort als Function von a, b, e, ꝛc. angeſehen, 
während * als conftant galt; man betrachte ihn jetzt als 
Function von *, während a, ö, e, ꝛc. conſtant bleiben. Zu 
größerer Einfachheit kann man ſich einſtweilen unter a, §, o, ꝛc. 
die wahren Werthe der unbekannten Conſtanten denken, ſo 
daß =?) die Summe der Quadrate der wahren Beobach— 
tungsfehler bedeutet. Wenn man unter dieſen Voraus— 
ſetzungen das allgemeine Theorem des F. 17 auf den in 
Rede ſtehenden Ausdruck anwendet, ſo erhält man für die 
Wahrſcheinlichkeit, daß dem Eintreten der beobachteten Wer- 
the Mi, M, Ma, . ... Mm der Function F ein beſtimmter 
Werth der Präcifion “ zum Grunde gelegen habe, den 
Ausdruck 


8 
2’ 


wo im Zähler für A der genannte beſtimmte Werth, im 
Nenner dagegen für dieſelbe Größe nach und nach der In— 
begriff aller möglichen Werthe von —00 bis 00 zu ſetzen 
iſt. Dieſer Ausdruck wird alſo ſtreng die Geſtalt annehmen 
müſſen 

Qdh 


5 
1 Nau 
—0o0 
Bezeichnet man den Nenner dieſes Bruchs zur Abkür— 
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zung mit 7 fo daß * eine Conſtante bedeutet, welche an 
die Bedingung gebunden iſt 


* * d 1, 
On 


fo erhält man endlich als Ausdruck der Wahrſcheinlichkeit 
irgend eines Werths von k, als Function dieſes Werths, 
* Ndl. 

Dieſer Ausdruck führt nun ſofort zur Auffindung des 
geſuchten wahrſcheinlichſten Werthes der Präcifion * fo wie 
des wahrſcheinlichen Fehlers r der gegebenen Beobachtungen. 
Der wahrſcheinlichſte Werth von A wird nämlich derjenige 
ſein, welcher den Ausdruck der Wahrſcheinlichkeit dieſer 
Größe, oder 

k'Qdh 
zu einem Maximum macht. Dieſer Ausdruck kann aber 
nur dann zu einem Maximum werden, wenn die Größe 


dN * 
9 ) RE?) 
ww‘ 
für denſelben Werth von A gleichfalls zu einem Maximum 


wird. Und damit dieſes geſchehe, muß man nach bekannten 
Regeln haben 


d m-ıf d In — IR- Hd Nm — x() 
nh 78 = 283 * 
45 ER e 21 * e 0, 


woraus 
] / m 
= 222?) 


als Ausdruck für den wahrſcheinlichſten Werth von k. Dar⸗ 
aus folgt ſogleich weiter 
Navier, Diff. und Integralr. II. Band. 27 
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als Ausdruck für den wahrſcheinlichſten Werth von 7. 
§. 39. So wie die vorſtehende Beſtimmung des wahr— 
ſcheinlichſten Werthes von z im allgemeinen denſelben Gang 
genommen hat wie die Beſtimmung der wahrſcheinlichſten 
Werthe der Conſtanten a, 6, e, ꝛc. im II. Abſchnitte, fo kann 
man dieſelbe Analogie auch weiter verfolgen, indem man nach 
Vorſchrift der SS. 30 ꝛc. die Genauigkeit auszumitteln ſucht, 
welche dieſer Beſtimmung des wahrſcheinlichſten Werths von n 
zugeſchrieben werden muß. Zu dem Ende möge von jetzt an 
unter A derjenige conſtante Werth der Präcifion der gege⸗ 
benen Beobachtungen verſtanden werden, deſſen Wahrſchein⸗ 
lichkeit vermöge des Vorigen ein Maximum iſt; der ihm ent⸗ 
ſprechende Maximumwerth von L ſei Lo; endlich werde die 
in Rede ſtehende Präcifion allgemein bezeichnet durch 1A. 
Sodann hat man aus dem vorigen Paragraphen 


5. AN 
HMYyhe 
0 
(h+-Ah)deN" -O 
G (E 
Vn J a 
folglich 
2 =, (ITT Tee 
oder vermöge * vorhin gefundenen Werth von h, welcher 
gibt ( = 255 7 
An® 
2-9, (147 Hr) 
Setzt man hierin 


ee 
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ſo wird auch 


Ah? 4 
g e 

Ferner wird die Wahrſcheinlichkeit irgend eines Werthes 
der unbekannten Präciſion der gegebenen Beobachtungen jetzt 
gleichbedeutend mit der Wahrſcheinlichkeit, daß zwiſchen dem 
wahren Werthe dieſer Präciſion und dem wahrſcheinlichſten 
Werthe A derſelben die Differenz AR beſtehe; und dieſe Wahr— 
ſcheinlichkeit hat nach der jetzigen Bezeichnung, wo dh ſich 
in d(h-+-Ah) = dAh verwandelt, den Ausdruck 

k'QdAh, 

wo * an die Bedingung gebunden ift 


oo 
af kQdah=1. 
—00. 


Mit Zuziehung des vorſtehenden Werths für Q erhält 
man als Ausdruck der in Rede ſtehenden Wahrſcheinlichkeit 
endlich 

AR? Ah 
r. % W 5 tr) dAh, 
welcher Ausdruck als Function von AR zu betrachten iſt. 

So lange An im Vergleich mit A ſehr klein vorausge— 
ſetzt werden darf, ſo kann man ſtatt dieſes gefundenen Aus— 
drucks für die Wahrſcheinlichkeit von An annäherungsweiſe 
ſetzen 

Ah? 


* % dab, 


und dieſer neue Ausdruck läßt wieder, wie früher, unmittel- 
bar eine Vergleichung mit dem Ausdrucke des §. 9 zu, 
nämlich 
7 ed, 
* 


27* 
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welcher die Wahrſcheinlichkeit o eines Beobachtungsfehlers © 
als Function dieſes letzteren darſtellt. Man erhält aus dieſer 
Vergleichung, bei welcher Ah und e als einander entſprechend 
anzuſehen find, für das Maß der Präcifion, welche der Bes 
ſtimmung der Größe k zukommt, den Werth 

Vn 

7 a 
folglich für den wahrſcheinlichen Fehler der Beſtimmung 
von k, nach §. 12, den Werth 


TR 

Vm 
oder man kann 1 gegen 1 wetten, daß der wahre Werth 
der Präciſion der gegebenen Beobachtungen innerhalb der 


Gränzen 
(1 und 10 N 


enthalten ſei. Dieſe Gränzen werden die wahrſchein—⸗ 
lichen Gränzen der Präcifion der gegebenen Be— 
obachtungen genannt. 

Ueberträgt man dieſes Reſultat auch auf die obige Be— 
ſtimmung des wahrſcheinlichſten Werthes r des wahrſchein⸗ 
lichen Fehlers der gegebenen Beobachtungen, ſo erhält man 


5 und $ 
1— — 1+ — 
Vm + Vm 
als Ausdrücke für die wahrſcheinlichen Gränzen des 
wahrſcheinlichen Fehlers der gegebenen Beobachtun— 
gen; ſtatt deren man auch, mit Vernachläſſigung der Potenzen 


des Bruchs , ſetzen kann 
Vm 
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3 Far 
‚(1 und 0 + 2 

Da man hat e = 0,4769360, fo überſieht man leicht, 
daß dieſe angenäherten Beſtimmungen ſchon bei einer mä— 
ßigen Anzahl von Beobachtungen ſich nicht weit von der 
Wahrheit entfernen. 

§. 40. Die hier gegebenen Formeln zur Beſtimmung 
der wahrſcheinlichſten Werthe von k und r fo wie der 
wahrſcheinlichen Gränzen dieſer Größen, kommen zuletzt, 


nach §. 38, auf die Ermittelung der Hülfsgröße y 
m 


zurück, welche durch die Eigenschaft charakteriſirt wird, daß 
das Quadrat derſelben gleich dem arithmetiſchen Mittel aus 
den Quadraten aller Beobachtungsfehler iſt. Dieſe Hülfs— 
größe wird der mittlere Fehler der gegebenen Beobach— 
tungen genannt. Bezeichnet man den mittleren Fehler mit 


e, fo hat man 
12 3 
m 


und ſodann aus §. 38 
1 0,70 1068. 4, 06744897. 


als die wahrſcheinlichſten Werthe der Präcifion und des wahr- 
ſcheinlichen Fehlers der gegebenen Beobachtungen, woraus 
ſich ſodann die wahrſcheinlichen Gränzen dieſer Größen wie 
oben weiter beſtimmen. 

Der mittlere Fehler hat vermöge ſeiner Definition über— 
dies die Eigenſchaft, daß ſein Quadrat das wahrſcheinlichſte 
unter ſämmtlichen Fehlerquadraten darſtellt. Dies folgt 
ſchon aus dem Satze des §. 22, wonach das arithmetiſche 
Mittel aus gegebenen Werthen einer unbekannten Größe 
mit dem wahrſcheinlichſten Werthe dieſer unbekannten Größe 
einerlei iſt. Man kann aber auch zu demſelben Reſultate 
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gelangen, indem man den Inbegriff aller möglichen Beob— 
achtungsfehler von — 00 bis ＋ 00 ins Auge faßt. Die 
Wahrſcheinlichkeit eines Buabasstungnigölexe ꝙ iſt ei 
nach §. 9 f 8 
PEN Ax, 


* 


und die relative Möglichkeit desſelben Veolachtungefller 
© wird nach §. 6 ausgedrückt mt 


* we" 

wo yo eine willkürliche Conſtante bezeichnet. Da nun je 
zwei Beobachtungsfehler, welche ſich nur durch ihr Vorzeichen 
unterſcheiden, einerlei Fehlerquadrat liefern, ſo kann dieſer 
letzte Ausdruck auch als der Ausdruck der relativen Möglich⸗ 
keit des Fehlerquadrats 2 angeſehen werden; oder wenn 
man * = ſetzt, fo wird die relative Möglichkeit von 
ausgedrückt durch 


— ** 


VIS 
Daraus folgt als Ausdruck für die Wahrſcheinlichkeit o des 
Fehlerquadrats 2, ähnlich wie im §. 9 


22 
[N 800 „ 
wo der Nenner auf alle möglichen Werthe von ), alſo von 
3 = 0 bis 2 00 auszudehnen iſt; d. h. 


e. 


00 TFT Bag 
10 d 


oder als Function der unabhängigen Veränderlichen z aus⸗ 
gedrückt 


hie ds; 


9 ir WR ae, 
Fragt man nun nach demjenigen Werthe ve, wel= 
cher dieſen Ausdruck der Wahrſcheinlichkeit von as zu einem 
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Maximum macht, ſo hat man 4 0 zu ſetzen, woraus 
ſich ergibt 


DEN wert 


2 
übereinſtimmend mit dem Obigen. 

Man kann bemerken, daß in der Curve des 95 6, die 
Abſeiſſe v = 48e denjenigen Punkt anzeigt, in welchem die 
Curve eine Beugung d. h. einen Uebergang aus Concavität 
in Convexität erleidet. 

§. 41. Die Berechnung des mittleren Fehlers gege— 
bener Beobachtungen nach der Formel 


* U / L(22) 
DT 


ſetzt unter der Bezeichnung 22?) die Summe der Quadrate 
der wahren Werthe der Beobachtungsfehler als bekannt vor— 
aus, und liefert unter dieſer Vorausſetzung den wahren Werth 
des mittleren Fehlers der gegebenen Beobachtungen. Jene 
wahren Werthe der Beobachtungsfehler ſind aber unbekannt. 
Wollte man ſtatt derſelben diejenigen aus den früheren Ent- 
wickelungen als bekannt anzuſehenden Werthe der Beobach— 
tungsfehler ſetzen, welche L(@2) zu einem Minimum machen, 
fo würde der Werth von e zu klein ausfallen, und folglich 
auch die daraus hergeleiteten wahrſcheinlichſten Werthe von 
h under reſp. zu groß und zu klein. Mit Rückſicht auf die 
Bezeichnung des §. 30 hat man vielmehr zu ſchreiben 


| LA) 
= m 


und es entfteht die Frage, wie man hieraus durch Subſtitu— 
tion des wahrſcheinlichſten Werthes von LC Y- EA), welcher 
von dem Minimum X() desſelben nothwendig verſchieden 
ſein muß, zur Kenutniß des wahrſcheinlichſten Werths von 
e gelangen kann. 


http r in. org. pl 


424 Methode der 


Aus der Entwickelung des §. 31 geht hervor, daß man 
die Differenz Z(z+Ar)? — () unter die Form bringen 
kann 

Z(uAa + vAb E wAc -t.) , 

wo Aa, Ab, Ac, ꝛc. diejenigen Aenderungen bedeuten, welche 
den wahrſcheinlichſten Werthen a, 5, e, ꝛc. der unbekannten 
Conſtanten ertheilt werden müſſen, wenn man die wahren 
Werthe dieſer Conſtanten ausdrücken will. Es iſt alſo 

DCA = L(r?) + NCuα + vAb-HwAc-ıe.)?, 
und da hierin N) den durch §. 18 beſtimmten Minimum— 
werth bezeichnet, der hier als bekannt vorauszuſetzen iſt, ſo 
wird man, um den wahrſcheinlichſten Werth von (EAN) 
zu finden, nur noch nöthig haben den wahrſcheinlichſten Werth 
der Summe E(uda—+vAb-+wAc-H2c.)? zu ſuchen. Zu dem 
Ende betrachte man einzeln die Fälle, wo eine, zwei, drei nt. 
Conſtanten in Betracht kommen. 

1) Z(wAa)? iſt gleichbedeutend mit 
Aa (u), 
und die Wahrſcheinlichkeit von Aa ift nach §. 32 gleich 
42% e „ % dad. 
Folglich iſt nach dem im vorigen Paragraphen bewieſenen 
Satze der wahrſcheinlichſte Werth von Aa gleich 
1 
5 

mithin der wahrſcheinlichſte Werth von Aa (u) oder von 
Z(uda)? gleich 
DIE) . 2 

2) Z(uAa-+vAb)? läßt ſich nach §. 33 auf die Form 
bringen 


E(u2)E(v2)— I) (ur) la 


Aa? 30) ＋ * 20), 
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OP eine neue unabhängige Veränderliche bezeichnet; und 
die Wahrſcheinlichkeit eines Zuſammentreffens von irgend. 
zwei Werthen von Aa und g iſt 
paar leren 
* e N daa e dp. 
Daraus erhält man durch das im 8.33 eingeſchlagene Ver- 
fahren für die Wahrſcheinlichkeit von Aa den Ausdruck 
paar Ebe- Ils. 
K.e Fee. daa 
und ebenſo für die Wahrſcheinlichkeit von Y den Ausdruck 
K“. e e d, 


wo K und 1 Conſtanten find. Folglich werden die wahr— 
ſcheinlichſten Werthe von Aa? und q vermöge des obigen 
Satzes reſp. gleich 
5 1 
275 FE) — Ele und 2 (b) 
(v2) | ’ 
und wenn man dieſelben in den vorigen Ausdruck für 
Z(uAa + vAb)* ſetzt, fo erhält man als wahrſcheinlichſten 
Werth dieſer Summe ſchließlich 
1 1 
PIE + PIE = 2e2, 
3) DCA Cub EA): nimmt nach S. 35 die Form an 
RL est Ales, 


wo q und w zwei neue Veränderliche bedeuten. Durch 
ähnliche Schlüſſe wie vorhin erhält man daraus für die 
wahrſcheinlichſten Werthe der Quadrate Aa2, , wn reſp. 
die Ausdrücke 


1 1 1 
9 5-0 MS’ ee) 
5 
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folglich als 9 cheinlichſten Werth der Summe 8 
+ wäec)? 
enn, | 

Die Allgemeinheit dieſes Verfahrens iſt leicht zu übers 
ſehen. Wenn man demnach wieder wie früher mit en die 
Anzahl der Conſtanten 4, 5, e, dc. bezeichnet, fo hat man 
für den wahrſcheinlichſten Werth von Aa EA Ec t. ) 
allgemein den Ausdruck nez; mithin für den geſuchten wahr— 
ſcheinlichſten Werth von (EA) den Ausdruck 

A.) ＋ nes. 
Nun iſt ( Ar) = me?, folglich 

me? = (rn) + ns, 

woraus f 
Le?) 
ö m—n 
als wahrſcheinlichſter Werth des mittleren Fehlers der gege— 
benen Beobachtungen, ausgedrückt durch die Anzahl m der ge= 
gebenen Beobachtungen, die Anzahl n der geſuchten Con— 
ſtanten, und denjenigen Minimumwerth 2(@2) der Summe 
der Fehlerquadrate, welcher vermöge der Entwickelung des 
§. 18 als bekannt vorausgeſetzt werden kann. 

Dieſer Werth vonſs iſt zum Grunde zu legen, um 
daraus die wahrſcheinlichſten Werthe der Präcifion und des 
wahrſcheinlichen Fehlers der gegebenen Beobachtungen nach 
den Formeln des §. 40 


h = 0,7071068.2, 7 — 0,6744897 „€ 


fo wie die wahrſcheinlichen Gränzen dieſer Größen nach 
den Formeln des §. 39 zu berechnen. 

§. 42. Die vorſtehenden Beſtimmungen der Werthe 
von A und „liefern, ſoweit die Rechnung darüber Aufſchluß 


82 
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zu geben vermag, diejenigen numeriſchen Data, welche zur 
Abſchätzung der Genauigkeit der gegebenen Beobachtungen 
gefordert werden können. Setzt man dieſe Werthe in die 
Formeln der SS. 32 bis 37, fo erhält man zugleich auch die 
vollſtändigen Hülfsmittel zur Abſchätzung der Genauigkeit 
der durch die Methode der kleinſten Quadrate gefundenen 
Reſultate. Zur Erläuterung des Gebrauchs der in dieſem 
Abſchnitte gegebenen Formeln möge das Zahlenbeiſpiel des 
§. 21 hier wieder aufgenommen werden. 

Man hat nach §. 41 als wahrſcheinlichſten Werth 
des mittleren Fehlers der Beobachtungen 


— V 108,65 65 7 
= A, 


und daraus als eh Werth der Präciſion der 
Beobachtungen 


h= , 7071068. 757 = 0,09 


und als wahrſcheinlichſten Werth des wahrſcheinlichen Fehlers 
der Beobachtungen 
r (0,6744897. 7,37 4, 97. 
Dieſer Werth von iſt kleiner als der kleinſte der drei 


Werthe, welche im §. 21 für die Beobachtungsfehler gefunden 
worden ſind, nämlich 


1 = 5,8 
S2 — 5,1 
3 = — 7, 0. 


Dieſe letzteren liefern vielmehr als wahrſcheinlichen Fehler 
der Beobachtungen den Werth r S5, 8; oder, genauer zu 
reden, fie ſagen aus, daß der Werth von r zwiſchen 5, 1 
und 7,70 enthalten ſei. Man erhält indeſſen eine größere 
Uebereinſtimmung, wenn man auch die wahrſcheinlichen 
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Gränzen des wahrſcheinlichen Fehlers nach $. 39 berechnet. 
Es wird nämlich 


— 223,763 
r 0 Vm 


2 1 
(14) 31 

d h. man kann 1 gegen 1 wetten, daß der wahrſcheinliche 
Fehler der Beobachtungen zwiſchen 3,63 und 6,31 ent⸗ 
halten ſei; und da das Intervall dieſer beiden Werthe mit 
dem Intervall der Werthe 5, 1 und 7,0 zum Theil zuſam⸗ 
menfällt, ſo hat man damit eine Uebereinſtimmung zwiſchen 
Theorie und Erfahrung, wie ſie für die geringe Zahl von 
3 Beobachtungen nicht wohl größer erwartet werden kann. 
Der wahrſcheinliche Fehler in der Beſtimmung des 
wahrſcheinlichſten Werths der unbekannten Conſtante, nämlich 

a= 5127 10, 7, 

wird nach §. 32 

R 


322 
e 136 
woraus man für = 4, 97 erhält R =, 37 oder auf die 
erſte Decimalſtelle verkürzt R = 0, 4. Man kann alſo 1 
gegen 1 wetten, daß der wahre Werth der Conſtante a 
zwiſchen den Gränzen 

510 27 10,3 

51% 27’ 11,71 
enthalten ſei. Die wahrſcheinlichen Gränzen von er dagegen, 
nämlich 3,63 und 6,31, liefern für R die beiden Gränzen 

0, 27 und 0, 46; 

und wenn man die letztere auf die erſte Detimalſtelle ver⸗ 
kürzt, wodurch fie wird 0,5, fo läßt ſich mit noch größerer 
Sicherheit als vorhin ſagen, daß man 1 gegen 1 wetten 
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könne, daß der wahre Werth der Conſtante a zwiſchen den 
Gränzen 

51% 27 10,2 

51/7 112 
enthalten ſein muß. 

Die Werthe der Präcifionen k und 1 laſſen keine fo 
augenfälligen Folgerungen zu, weßhalb die Berechnung 
derſelben hier nicht weiter verfolgt worden iſt. 

$. 43. Unter den phyſikaliſchen und techniſchen Auf— 
gaben, welche ſich vorzugsweiſe dazu eignen nach Vorſchrift 
der Methode der kleinſten Quadrate behandelt zu werden, 
kommt nicht ſelten der Fall vor, daß die Geſtalt der Func— 
tion F, deren Kenntniß nach §. 2 zur Begründung der gan— 
zen Rechnung gefordert werden muß, entweder gar nicht be= 
kannt iſt, oder nur nach ganz allgemeinen Eigenſchaften, 
welche zur vollſtändigen Herſtellung derſelben nicht ausreichen. 
Man pflegt in einem ſolchen Falle der Function Fals eine 
ganze algebraiſche Function der unabhängigen Veränderlichen 
vorauszuſetzen, in welcher jedes Glied eine unbekannte Con— 
ſtante zum Coefficienten hat; alſo insbeſondere, wenn nur 
eine unabhängige Veränderliche vorliegt, als einen nach den 
ſteigenden Potenzen dieſer Veränderlichen geordneten Aus— 
druck oder von der Form 


F=a+b+ cr ＋ dvs A- 2c. 

Die Frage, wie viel Glieder man dieſem Ausdrucke der 
Function geben müſſe, damit derſelbe eine gegebene Reihe 
von beobachteten Werthen mit hinreichender Genauigkeit dar= 
ftelle, läßt ſich ſodann mit Hülfe der Methode der kleinſten 
Quadrate ſelbſt beantworten. 

Jeder Beobachter erlangt nämlich während der Beob— 
achtungen ein ziemlich ſicheres Urtheil über die Größe des 
wahrſcheinlichen Fehlers dieſer Beabachtungen, d. h. desje— 
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nigen Fehlers, welchen er bei den in Rede ſtehenden Beob- 
achtungen eben ſo leicht überſchreitet, wie nicht erreicht. Mit 
anderen Worten, er wird mit großer Zuverläſſigkeit eine 
Gränze anzugeben im Stande ſein, über welche der wahr— 
ſcheinliche Fehler dieſer Beobachtungen keinenfalls hinaus- 
gehen kann. Wenn man nun unter der Vorausſetzung, daß 
die Geſtalt der Function F unbekannt fei, für F einen 
ganzen algebraiſchen Ausdruck mit einer beſtimmten Anzahl 
von Gliedern ſetzt, und, nach der Berechnung der wahr— 
ſcheinlichſten Werthe der unbekannten Coefficienten dieſer 
Glieder, zu der Beſtimmung des wahrſcheinlichen Fehlers r 
der Beobachtungen ſo wie der wahrſcheinlichen Gränzen 
dieſes wahrſcheinlichen Fehlers übergeht, ſo kann der Erfolg 
ein zweifacher fein. Entweder der berechnete Werth von r 
überſchreitet die im Voraus feſtgeſtellte Gränze; in dieſem 
Falle ſind die Differenzen zwiſchen den beobachteten und den 
berechneten Functionswerthen größer als die muthmaßlichen 
Beobachtungsfehler; die gewählte Form der Function F 
ſtellt alſo die gegebenen Beobachtungen in ſtärkerem Maße 
ungenau dar, als es durch den Einfluß der Beobachtungs— 
fehler allein hätte geſchehen können, und man wird darin 
die Weiſung erkennen, dem Ausdrucke der Function F noch 
das Glied der nächſtfolgenden Ordnung hinzuzufügen. Oder 
der berechnete Werth von r fällt innerhalb der im voraus 
feſtgeſtellten Gränze; in dieſem Falle ſind die Fehler, welche 
durch den Einfluß der unrichtig gewählten Form der Fune— 
tion F entftanden fein können, von einerlei Ordnung mit 
den Beobachtungsfehlern, und fließen mit dieſen zuſammen, 
fo daß mithin der gefundene Ausdruck für F die gegebenen 
Beobachtungen ſo genau darſtellt, als es überhaupt durch 
eine ganze algebraiſche Function möglich iſt. Man kann 
alſo in dem letzten Falle den erhaltenen Ausdruck der Tune 
tion F für den weiteren Gebrauch beibehalten, wobei es nur 
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von Wichtigkeit ſein wird, zu beachten, daß die Anwendung 
desſelben niemals über die Gränzen derjenigen Beobachtun—⸗ 
gen hinaus ausgedehnt werden darf, auf denen Weine Ent⸗ 
ſtehung beruhet. 

So wurde in einem hier nicht weiter zu eröchhenden 
Beifpiele, wo 27 Beobachtungen einer Function F vorlagen, 
welche nur an die beiden Bedingungen F(0) = O und 
W gebunden war, zuerſt geſetzt 6 

F= a; 
der daraus ſich ergebende Werth des wahrſcheinlichen Fehlers 
der Beobachtungen fiel indeſſen fo groß aus, daß der Be⸗ 
obachter ſicher war, einen ſo großen Beobachtungsfehler 
nur in ſeltenen Fällen begangen zu haben. Deßhalb wurde 
weiter geſetzt 
F= a: + bol, 0 

wodurch der wahrſcheinliche Fehler auf die gewünſchte Klein- 
heit gebracht wurde. Dieſer letzte Ausdruck konnte deßhalb, 
innerhalb der Gränzen der ihm zum Grunde liegenden Be— 
obachtungen, als hinreichend genauer Ausdruck der unbe⸗ 
kannten Function beibehalten werden. 

Ein noch genaueres Kriterium in Betreff der ange— 
meſſenen Wahl der Form der Function F erhält man, wenn 
man mit Hülfe des berechneten Werths von r, welcher im 
allgemeinen der vorigen Forderung ſchon Genüge leiſtet, 
nach der Tabelle des 8.13 die Vertheilung der Beobachtungs— 
fehler in Bezug auf ihre Größe unterſucht und mit den durch 
die Rechnung gefundenen Werthen der Beobachtungsfehler 
vergleicht. Je mehr hier Uebereinſtimmung herrſcht, deſto 
mehr iſt man ſicher, daß der Einfluß der unrichtig gewähl⸗ 
ten Form von F auf die Differenzen zwiſchen den beobach— 
teten und den berechneten Functionswerthen verſchwindend 
ſein muß im Vergleich mit den Fehlern der Beobachtung; 
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deſto näher werden mithin jene Differenzen mit den eigent⸗ 
lichen Beobachtungsfehlern identiſch ſein. 

Dieſes letzte Prüfungsmittel wird man übrigens auch 
in denjenigen Fällen anwenden, wo die Geſtalt der Func⸗ 
tion F gegeben iſt. Je größer die Anzahl der gegebenen 
Beobachtungen war, deſto mehr muß die Vertheilung der 
berechneten Werthe der Beobachtungsfehler, in Bezug auf 
ihre Größe, mit derjenigen Vertheilung der Beobachtungs- 
fehler übereinſtimmen, welche die Tabelle des §. 13 dar- 
ſtellt. Wo dieſes eintritt, da erhält man den Beweis, daß 
die Rechnung auf richtigen Vorausſetzungen beruht und 
daß namentlich die Natur der Aufgabe keine fremden Ele— 
mente in die Betrachtung eingemiſcht hat, welche die Grund— 
lagen der Methode der kleinſten Quadrate und insbeſondere 
die Beſtimmungen des §. 3 über die Natur der Beobach— 
tungsfehler hätten für den beſonderen Fall F machen 
können. 


IV. Beiſpiel. 


$. 44. Um die Anwendung der Methode der kleinſten 
Quadrate an einem größeren Rechnungsbeiſpiele zu zeigen, 
möge die Aufgabe betrachtet werden: Das ſpetifiſche Ge— 
wicht des legirten (kupferhaltigen) Silbers als Function 
feines Feingehalts darzuſtellen. 

Bezeichnet man mit v den Feingehalt des Silbers, aus 
gedrückt in Grän (deren 288 auf eine Mark gehen), ſo kann 
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die Function F, welche das ſpetifiſche Gewicht dieſes Silbers 
darſtellt, unter die Geſtalt gebracht werden 
F=a-+ bo, 

wo a und 5 Conſtanten find. Was die Bedeutung dieſer 
Conſtanten betrifft, fo erkennt man leicht, daß die Conſtante 
a das ſpecifiſche Gewicht des in der Legirung enthaltenen 
Kupfers bezeichnet; die Conſtante ö dagegen drückt diejenige 
Zunahme des ſpecifiſchen Gewichts der Legirung aus, welche 
einer Zunahme des Feingehalts um je 1 Grän entſpricht. 
Setzt man v 288, ſo muß der entſprechende Werth von 
F das ſpecifiſche Gewicht des in der Legirung enthaltenen 
reinen Silbers liefern. 

Zur Beſtimmung der Werthe der unbekannten Conſtan— 
ten a und 5 wurden die nachſtehenden 95 Beobachtungen 
angeſtellt.“) Dieſelben beziehen ſich ausſchließlich auf gepräg— 
tes Silber; v bezeichnet den bekannten geſetzlichen Feingebalt 
des Silbers, in Grän, und M das beobachtete ſpetifiſche 
Gewicht desſelben, d. h. den beobachteten Werth der Fune— 
tion F, welcher jenem gegebenen Werthe von v zugehört. 


M M Nr. 


. * 


| 
* | M 
1) 286 10,492] 6| 286 | 10,497 | 11 266, 10,351 
Bi. 40, 4c 7, 40,47 121 110,355 
31 „ 10, 458] 8 284 10,464 13 „ 10,373 
4 
5 


„ 10,480 92664 10,374 | 14| 264 | 10,332 
„ 10,505 10 „ 10,345 | 15| 261 | 10,306 


) Diefe Beobachtungen find entlehnt aus der Abhandlung: Die 
hydroſtatiſche Silberprobe oder das ſpetifiſche Gewicht als Probe 
auf den Feingehalt des legirten Silbers, von Karl Karmarſch 
(Mittheilungen des Gewerbe-Vereins, Lief. 55). Sie finden ſich 
daſelbſt in den Tabellen III und VII. 

Navier, Diff.⸗ und Integralr. II. Band. 28 
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10,312 
10,274 
10,321 
10,314 
10,309 
10,296 
10,282 
10,297 
10,316]: 
10,315 
10,302 |: 
10,289 
10,289] 5 
10,271 
10,300 
10,288 
10,273 
10,291 
10,281 
10,272 
10,260 
10,265 
10,261 
10,257 
10,250 
10,252 
10,237 


http://rcin.org.pl 


kleinſten Quadrate. 435 


Der Anblick dieſer Tabelle lehrt, daß die Werthe von 
M, inſofern fie den gegebenen Werthen von » zugehören 
ſollen, mit Fehlern behaftet ſind, welche bis zu mehreren 
Einheiten der zweiten Decimalftelle aufſteigen. Man kann 
dieſe Fehler auf die folgenden drei Quellen zurückführen. 


1) Fehler in der Beſtimmung der ſpecifiſchen 
Gewichte. Dieſe Fehler, welche allein dem Beobachter 
zuzuſchreiben find, können das ſpecifiſche Gewicht eben fo 
leicht zu groß, wie zu klein liefern. Ueber die mögliche 
Größe dieſer Fehler gibt die Bemerkung des Beobachters 
einen Fingerzeig, daß „die dritte Decimalſtelle faſt niemals 
als völlig ſicher betrachtet werden kann.“ Hieraus wird 
man nämlich ſchließen dürfen, daß die zweite Decimalſtelle 
in der Regel als zuverläſſig gelten kann, oder daß der 
wahrſcheinliche Fehler der Beobachtungen, inſofern er aus 
der angezeigten Fehlerquelle allein hervorgeht, weniger als 
eine Einheit der zweiten Decimalſtelle betragen wird. 


2) Fehler in der ungleichen Comprimirung 
des Metalls unter dem Prägſtempel. Da die un— 
terſuchten Münzſtücke aus ſehr verſchiedenen Münzanſtalten 
herrührten, ſo kann über das Vorhandenſein dieſer Fehler 
kein Zweifel ſein. Die Rechnung wird alſo für eine ge— 
wiſſe mittlere Comprimirung des Metalls gelten, welche in 
den einzelnen Fällen eben ſo leicht überſchritten, wie nicht 
erreicht wird. Uebrigens darf man die abſolute Größe die— 
fer Fehler in den Werthen von Mhöchſt wahrſcheinlich als 
verſchwindend anſehen im Vergleich mit den Fehlern in der 
Beſtimmung der ſpecifiſchen Gewichte. 


3) Fehler in der Com poſition der Metall- 
legirung. Hier muß man die beabſichtigten Fehler von 


http /r in. org. pl 


436 Methode der 


den zufälligen Fehlern unterfcheiden. Denn „es geſchieht 
wohl, daß Münzen (beſonders die durch den Umlauf ſchon 
abgenutzten, der Weißſud-Decke beraubten) um 1 oder ein 
Paar Grän geringhaltiger ſind, als die Münzgeſetzgebungen 
vorſchreibenz ja man pflegt wiſſentlich um 1 bis 2 Grän 
weniger fein zu legiren, indem man auf die verfeinernde 
Wirkung des Weißſudes rechnet, ſo daß die abgenutzte 
Münze um eben ſo viel unter dem nominellen Feingehalte 
bleiben muß.“ Dieſe beabſichtigten Fehler können durch die 
bevorſtehende Rechnung nicht ausgemittelt werden, vielmehr 
wird der Einfluß derſelben darin beſtehen, daß die Con— 
ftante a und vielleicht auch die Conſtante 5 um ein Gerin— 
ges fehlerhaft ausfallen wird; oder mit anderen Worten, 
man erhält durch die folgende Rechnung das ſpecifiſche Ge— 
wicht des geprägten Silbers nicht als Function ſeines wah— 
ren Feingehalts, ſondern als Function ſeines geſetzlichen 
Feingehalts dargeſtellt. Was dagegen die zufälligen Fehler 
in der Compoſition der Metalllegirung betrifft, ſo können 
dieſelben eben ſo wohl poſitiv wie negativ ausfallen; und 
über die abſolute Größe dieſer Fehler läßt ſich nur das 
ausſagen, daß ihr Einfluß auf die Werthe von M merklich 
geringer bleiben wird als der Einfluß der Fehler in 1 
Beſtimmung der fpecififchen Gewichte. 


Ferner hat man noch die folgenden beiden Umſtände 
zu beachten. 


4) Die gegebenen Beobachtungen werden 
hier als gleich zuverläſſig vorausgeſetzt. Dieſe 
Vorausſetzung iſt in der That unrichtig. Da nämlich die 
ſpecifiſchen Gewichte aus abſoluten Gewichten hergeleitet 
worden ſind, welche in den verſchiedenen Beobachtungen 
verſchiedene Werthe hatten, jo werden, wenn man dieſe ab- 
ſoluten Gewichte als gleich zuverläſſig anfieht, die ſpeeifiſchen 


http rein. org. pl 


kleinſten Quadrate. 437 


Gewichte deſto genauer ſein müſſen, je größer die beobach— 
teten abſoluten Gewichte geweſen ſind. In aller Strenge 
müßte man alſo den obigen Werthen von M Gewichte 
im Sinne des §. 19 beifügen, welche von den beobachteten 
abſoluten Gewichten der Münzſtücke abhängig ſind und die 
relative Genauigkeit der einzelnen Beobachtungen charakte— 
riſiren. Will man dies unterlaſſen, ſo führt man damit 
eine neue Fehlerquelle ein, deren Einfluß in den obigen 
Werthen von M enthalten iſt; d. h. die Rechnung wird 
unter Vorausſetzung eines gewiſſen mittleren Grades von 
Genauigkeit geführt werden, während zugleich die in 1) 
angezeigten Fehler vergrößert erſcheinen. 


5) Die Function T Sa beo wird als der 
wahre Ausdruck der Abhängigkeit des fpecifi= 
ſchen Gewichts der Legirung von ihrem Feine 
gehalte angeſehen. Dieſe Vorausſetzung iſt gleichfalls 
nicht ſtreng richtig. Die Erfahrung lehrt, daß das Zu— 
ſammenſchmelzen zweier Metalle eine Aenderung ihres Vo— 
lumen zur Folge zu haben pflegt, und es läßt ſich voraus— 
ſetzen, daß dieſe Volumänderung am beträchtlichſten ſein 
wird, wenn beide Metalle nahe zu gleichen Theilen ver— 
bunden werden (was den mittelhaltigen Legirungen ent— 
ſpricht), dagegen am geringſten, wenn ein großes Quan— 
tum des einen Metalls mit einem kleinen Quantum des 
anderen Metalls verbunden wird (wie in den hochhaltigen 
und den geringhaltigen Legirungen). Die gegebenen Werthe 
von M können mithin ſtreng genommen nicht durch eine 
lineäre Function des Feingehalts dargeſtellt werden, viel— 
mehr iſt die wahre Geſtalt dieſer Function unbekannt. 
Man hat alſo hier ein Beiſpiel zu §. 43, und es wird, 
wenn man jene lineäre Function beibehält, der Erfolg der 
Rechnung entſcheiden müſſen, ob die in Rede ſtehende 
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Function als ein hinreichend genauer Ausdruck der gege— 
benen Beobachtungen angeſehen werden kann, oder nicht. 


Die Rechnung ſelbſt geſtaltet ſich nun wie folgt. 


Zur Beſtimmung der wahrſcheinlichſten Werthe der bei— 
den Conſtanten a und 5 hat man nach §. 23 die Formeln 


12 E(v2)E(M)—E(v)E(oH) 
mx Ee 


zu m&L(vM)—E(v)E(M) 
me )() 


Hier iſt == 95. Die Berechnung der Summen Lo), 
(v2), Z(M), Z(oM) läßt ſich dahin vereinfachen, daß man 
zuvor dieſe Summen für diejenigen Beobachtungen einzeln 
berechnet, welche zu einerlei Werth von v gehören, und 
hinterher erſt alle Partialſummen in eine Summe vereinigt. 
Die Reſultate finden ſich in folgender Tabelle. 
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Nr. Dv) E(v2) 
1—7 2002 572572 
8 284. 80656 
9—13 1332 354845 
14 264 69696 
15 261 68121 
16—18 780 202800 
19—35 4406,4 | 1142139 
36 252 63504 
37—41 1250 312500 
| 42—53 2880 691200 
| 54— 60 1512 326592 
61 213 45369 
| 62 193 37249 
63 192 36864 
64—65 380 72200 
66—72 1176 197568 
| 73 162 26244 
74—81 1200 180000 
82 144 20736 
83 126 15876 
84 108 - 11664 
| 85-86 | 192 18432 
| 87-89 | 270 24300 
I 90—91 128 8192 
| 9295 252 RR 
1—95 | 19959,4 | 4595195 


| 


EM) 


73,386 
10,464 
51,798 
10,332 
10,306 
30,907 
174,985 
10,260 
51,285 
122,462 
70,533 
10,068 
9,944 
9,890 
19,819 
68,396 
9,746 
77,293 
9,637 
9,532 
9,439 
18,768 
27,956 
18,399 
36,783 


| 952,388 
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20988, 4 
2971.8 
13799,0 
2727,6 
2689,9 
8035,8 
45356,1 
2585,5 
12821,3 
29390,9 
15235,1 
2144,5 
1919,2 
1898,9 
3765,6 
11490,5 
1578,9 
11594,0 
1387,7 
1201,0 
1019,4 
1801,7 
2516,0 
1177,5 
2317,3 


| 202413,6 
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Subſtituirt man dieſe Werthe in die obigen n 
ſo erhält man 


336354568 2 
38165877 8,81297 
220199 BR. 
b = 38165877 = 0,0057695. 


Man hat alſo als Ausdruck der Function F, welche das 
fpecififche Gewicht des geprägten kupferhaltigen Silbers 
durch den geſetzlichen Feingehalt v desſelben darſtellt, 


F = 8,81297 + 0,0057698 v; 


oder will man das fpecifiiche Gewicht nur bis zur dritten 
Decimalſtelle haben, jo wie es die obigen beobachteten 
Werthe geben, ſo kann man kürzer ſchreiben 


4 = 8,813, 5 = 0, 00577, 
und 


F= 8,813 + 0,00577 .». 


II. 


Um über die Genauigkeit der Beobachtungen zu einem 
Urtheil zu gelangen, berechnet man mit Hülfe des gefun- 
denen Ausdrucks der Function F alle Werthe dieſer Func⸗ 
tion, welche den Werthen von » zugehören, denen die oben 
gegebenen Beobachtungen entſprechenz und daraus ferner 
die Werthe der Beobachtungsfehler F— M & und der 
Quadrate dieſer Beobachtungsfehler. Man findet folgende 
Reſultate. 
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36 10,267 
37 10,255 


= et 


1 


10,336 
5 10,319 
10,313 


— 
— — 


& 
— — 


— 
S 


Navier, Diff.⸗ und Integralr. II. Band. 29 
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＋ 11 
+ 46 


Man erhält hieraus nach §. 41 als wahrſcheinlichſten 
Werth des mittleren Fehlers der gegebenen Beobach— 
tungen, indem man m = 95 und n 2 ſetzt, 


D Sen e 
- yal v5 = 0,020228; 


folglich als wahrſcheinlichſten nd des wahrſcheinlichen 
Fehlers der gegebenen Beobachtungen, oder des Fehlers, 
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welcher abſolut genommen in der Beobachtung der Werthe 
der Function F eben fo leicht überſchritten wie nicht er— 
reicht wird, 

r —= 0,6744897. = 0,013644 ; 
und endlich nach §. 39 für die wahrſcheinlichen Grän— 
zen des wahrſcheinlichen Fehlers der Beobachtungen die 


Werthe 
Rn 
0 0 25 U.) 0,0129 76 


( 1＋ 78 — 0,014312. 


Dieſe Werthe widerſprechen den Erwartungen nicht, 
welche man vermöge der obigen Angaben über die vorhan— 
denen Fehlerquellen ſchon im voraus über die Größe des 
wahrſcheinlichen Fehlers hegen durfte. Auch ſtimmen ſie 
ſehr gut zu den oben berechneten Werthen der Beobach— 
tungsfehler 2; denn man hat 

47 Fehler unter 0,014 

48 Fehler über 0,013, 
mithin hat man auch hier den wahrſcheinlichen Fehler der 
Beobachtungen zwiſchen 0,013 und 0,014 zu ſuchen. 

Setzt man r— 0,0136 und geht mit dieſer Zahl in die 
Tabelle des §. 13, ſo findet man über das Vorkommen 
der Beobachtungsfehler in Bezug auf ihre abſolute Größe 
Folgendes: 2 

Nach der Theorie Nach den Beobachtungen 
Unter r fallen 47 Fehler 47 Fehler 
Zwiſchen r und 2r „ 
Zwiſchen 2r und 3 „ 
Zwiſchen Zr und dr „ 
Zwiſchen dr und 5r „ 
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Hieraus geht z. B. hervor, daß der bedeutende Beobach— 
tungsfehler 0,060 in Nr. 93, welcher zwiſchen Ar und dr 
liegt, vollkommen der Theorie gemäß iſt und mithin keines- 
wegs etwa beſonderen — or Urſachen zugeſchrieben wer— 
den darf. 


Dieſe Uebereinſtimmung zwiſchen der Theorie und den 
gegebenen Beobachtungen in Bezug auf die Häufigkeit des 
Vorkommens der Beobachtungsfehler beſtätigt ſich auch noch 
wenn man die Gränzen enger zieht, zwiſchen denen eine 
geſuchte Anzahl von Beobachtungsfehlern enthalten ſein ſoll. 
Seien dieſe Gränzen z. B. die Zahlen 0, 0,0055, 0,0105, 
0,0155, 0,0205, ꝛc. welche um das Intervall 0,005 fort⸗ 
ſchreiten, fo erhält man die folgenden Reſultate: 


Nach der Theorie Nach den Beobachtungen 
Von bis, 005 fallen 20 Fehler 21 Fehler 
„ 0,006 „ 0,010 „ 18 18 


„ 0,011 % 0,015 „ 15 15 
„ 0,016 „ 0,020 „ 13 13 
„ 0,021 % 0,025 „ 10 8 
„ 0,026 % 0,030 „ 7 6 
„ 0.031 % 0,035 „ 5 4 
„ 0,036 „ 0,040 „ 3 7 
„ 0,041 % 0,045 „ 2 2 
„ 0,046 „ 0,050 „ 1 0 
„ 0,051 % 0,055 „ 0 0 
„ 0,056 „ 0,060 „ 1 1 


95 95 


Die hier ſich zeigende Erſcheinung, daß große Beobachtungs— 
fehler in der Praxis etwas häufiger vorkommen, als die 
Theorie zuläßt, hat ſich auch in anderen, namentlich aſtro— 
nomiſchen Rechnungen mehrfach eingeſtellt. 
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Zugleich darf man jetzt auch den in 5) angeregten Um— 
ſtand als erledigt anſehen, und mithin den Ausdruck F= 
4a bo innerhalb der Fehlergränzen als den wahren Aus— 
druck der Function F gelten laſſen. Mit anderen Worten, 
es ſind die durch die unrichtige Wahl des Ausdrucks der 
Function F herbeigeführten Fehler ſo gering geblieben, daß 
ſie das in den eigentlichen Beobachtungsfehlern nach dem 
J. Abſchnitte herrſchende Geſetz nicht merklich haben zu be— 
einträchtigen vermocht “). 


* 


III. 


Die Genauigkeit der gefundenen wahrſcheinlichſten 
Werthe der beiden Conſtanten a und 5, nämlich 


a 8, 81297 

5 = 0,0057695 
beſtimmt ſich gleichfalls durch Angabe ihrer wahrſcheinlichen 
Fehler. Man hat nach S. 34 reſp. die Ausdrücke 


5 U 20) 
Ar I 
m 
» Marr mL) — (- 


) Bemerkbar bleibt indeſſen der Einfluß der in Rede ſtehenden Fehler, 
wenn man die Reihefolge der oben berechneten Werthe von 2 be⸗ 
achtet. Es findet ſich nämlich der Beobachtungsfehler in den boch— 
haltigen Legirungen Nr. 1 bis 13 überwiegend negativ, dagegen 
in den mittelhaltigen Legirungen Nr. 66 bis 83 überwiegend 
poſitiv; d. h. die Rechnung liefert das ſpetifiſche Gewicht dort 
vorherrſchend zu klein, hier aber zu groß. Man muß daraus 
ſchließen, daß bei der Verbindung von Silber und Kupfer eine 
Ausdehnung des Metalls eintritt; was mit anderen Erfahrun⸗ 
gen übereinſtimmt. 
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Durch Einſetzung der obigen Zahlen findet man hieraus 


4595195 


K = 0,013644 58165877 


— 0,00473 


95 
N = 0,013644 38165877 0,0000215 


als die wahrſcheinlichſten Werthe der wahrſchein lichen 
Fehler der Conſtanten a und 5. Setzt man aber in 
dieſen Ausdrücken ſtatt r die oben gefundenen wahrſchein⸗ 
lichen Gränzen des wahrſcheinlichen Fehlers ber Beobach- 
tungen, nämlich ö 
0,012976 und 0,014312, g 
fo erhält man für die wahrſcheinlichen Gränzen des wahr- 
ſcheinlichen Fehlers der erſten Conſtante a die Werthe 
1 0,00450 und 0,00496 
und für die wahrſcheinlichen Gränzen des wahrſcheinlichen 
Fehlers der zweiten Conſtante 5 die Werthe 
0,0000204 und 0,0000226. 1 
Man kann alſo 1 gegen 1 wetten, daß der wahre 
Werth der Conſtante a zwiſchen den Gränzen 
8,8080! und 8,8179, 


fo wie daß der wahre Werth der Conſtante 5 zwiſchen 
Gränzen 
„ 5 5 N 1 > PE\ 
* 5940 Be 


enthalten fei. 
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